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Bloque 2

S SeE W] Minimo comun multiplo y maximo comuin
divisor 1 (LT, Vol. II, pags. 12-21)

Tiempo de realizacion 5 sesiones

Eje tematico Numero, algebra y variacion

Tema Numero

Aprendizaje esperado Usa técnicas para determinar el mcmy el MCD.

Que los alumnos usen el mcm o el MCD de dos 0 mas numeros al resolver

Intencion didactica
problemas.

Audiovisuales
e Descomposicion en factores primos

Recursos audiovisuales e Problemas que se resuelven con el mcm o con el MCD
e informaticos para el
alumno o

Informatico

e Factorizacion en numeros primos

Materiales de apoyo Recurso audiovisual
para el maestro e Descomposicion en factores primos, MCD y mcm
éQUé busco? e Sesion 5. Usen elmecm o el MCD de dos o mas

numeros al resolver problemas.
Que los alumnos:
e Sesion 1. Expresen un ndmero compuesto como Acerca de...
producto de factores primos. Distingan entre con-
junto de divisores de un numero, factores primos La secuencia se inicia con el planteamiento de
de un numero y expresion como potencias de los un problema en el que se trata de identificar,

factores primos de un numero. entre cuatro autos que corren alrededor de una
o Sesion 2. Identifiquen la relacion entre los fac- pista, cuales son los dos primeros que pasan jun-
tores primos de un numero y el valor de dicho tos por la linea de salida. En ese momento no se
numero. Por ejemplo, que un factor 2 dupli- espera que los alumnos resuelvan el problema,

ca el numero y un factor 3 lo triplica. Usen la aunque si pueden hacer algunas conjeturas. Por
técnica de sacar mitad, tercera, etcétera, para ejemplo, pueden pensar que son los automovi-
encontrar los factores primos de un numero. les Ay B, porque van mas rapido. En la sesion 4
e Sesion 3. Obtengan el maximo comun divisor de se retoma este problema, cuando los alumnos
dos 0 mas numeros, y lo usen al resolver problemas. tienen elementos suficientes para encontrar y

¢ Sesion 4. Obtengan el minimo comun multi- justificar la solucion.
plo de dos 0 mas numeros y lo usen al resol- De manera general, las dos primeras sesiones
ver problemas. se enfocan en que los alumnos se familiaricen y
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logren distinguir con claridad cual es el conjunto
de divisores y de factores primos de un nume-
ro. Que vean que el conjunto de divisores puede
obtenerse al multiplicar dos o mas factores pri-
mos. Que sepan usar la técnica para descom-
poner cualquier numero en el producto de sus
factores primos y que lo puedan expresar usan-
do potencias.

Posteriormente, hay una sesion dedicada al
maximo comun divisor (MCD) y otra al minimo
comun multiplo (mcm), para culminar con el
estudio simultaneo de ambos conceptos con la
finalidad de analizar algunas diferencias y simili-
tudes entre ellos.

Sobre las ideas de los alumnos

Algunos alumnos no logran identificar con sufi-
ciente claridad que las técnicas de factorizacion
implican las mismas operaciones y, por lo tanto,
conducen al mismo resultado, es decir, son ex-
presiones equivalentes de un numero. Por ejem-
plo, al factorizar el numero 420, cualquiera de
los procedimientos que se muestran a continua-
cion es valido.

420 - 2 = 210 420 2\
210 -+ 2 =105 210 2
105 ~ 3 = 35
35:5=7 105 | 3
7+-7=1 35 5
7 7
;20\
42 10
/\
42 2x5
/\
6x7 2 X5

En los dos primeros procedimientos se hacen
divisiones sucesivas hasta que el cociente es
uno. La diferencia es que en el primero se dice:
“420 entre 2", mientras que en el segundo, que
es el usual, suele decirse: “Mitad de 420". No
sobra recordar a los alumnos que dividir entre
dos y obtener la mitad son operaciones equi-
valentes, pues en ambos procedimientos se van
obteniendo directamente los factores primos.

En el tercer procedimiento se van haciendo
descomposiciones “a modo” hasta que solo hay
factores primos. En los tres casos, los criterios
de divisibilidad permiten agilizar la descompo-
sicion.

Muchos alumnos suelen confundir el mcm
y MCD de dos o mas numeros, probablemente
porque solo centran la atencion en la prime-
ra palabra de cada expresion: minimo, que los
lleva a pensar en un nUMero menor, y maximo,
que los conduce a pensar en un numero mayor.
Es importante insistir en que consideren el sen-
tido de los tres términos que forman cada ex-
presion. Minimo, el menor; comun, que corres-
ponde a varios numeros; multiplo, que contiene
a dichos numeros, por lo que debe ser igual o
mayor que ellos. Un analisis similar y persistente
es necesario para distinguir el MCD. Es impor-
tante que de esas reflexiones concluyan que en
relacion con el mcm siempre hay un multiplo
que es mayor que el mcm, mientras que res-
pecto al MCD, no existe un divisor que sea ma-
yor que el MCD.

Cuando se usan potencias para expresar el
producto de factores primos de un numero, por
ejemplo, 300 = 22 x 3 X 52, es importante acla-
rar a los alumnos que los factores primos son 2,
3y 5, sibienel2yel5serepiten dos veces cada
uno. El niumero 22 = 4 no es numero primo, por
lo tanto no puede ser factor primo. Cuando se
trata de dos o mas numeros, por ejemplo,

300 =22 x3x5
504 =23 x32x7,

los factores primos comunes son 2 y 3, mientras
que los no comunes son 5y 7. En el caso del fac-
tor comun 2, el de menor exponente es 22y el de
mayor exponente es 2%, una comparacion similar
puede hacerse con el factor comun 3.
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¢Cémo guio el proceso?

Lea con los alumnos la seccion “Para empezar”y,
si es necesario, ayudelos a entender el problema
que se plantea. Pregunteles, por ejemplo, “;Cual
es el auto mas rapido?”; “;Cual es el menos rapi-
do?”; "En 54 segundos, ;cuantas vueltas da a la
pista el auto mas rapido?”; “;Cual de los cuatro
autos da tres vueltas a la pista en un minuto?”.

Pidales que hagan predicciones: “;Cuales son los

primeros autos que pasaran juntos por la linea de

salida después de que salen?’. Comeénteles que
en la sesion 4 se vera quiénes acertaron.

Antes de resolver la tabla de la actividad 1 de
la sesion 1, se sugiere hacer un ejercicio de ma-
nera grupal, para que los alumnos vean como se
puede resolver la actividad. Uno de los alumnos
dice un numero cualquiera; otro dice el mismo
numero, pero como producto de dos factores;
otro alumno menciona el mismo numero, pero
como producto de tres factores; y asi continuan
hasta que solo quedan factores primos. Después
de esta actividad, se espera que los alumnos no
tengan problemas para completar la tabla.

La actividad 5 apunta a que los alumnos vean
que el conjunto de divisores de un numero y la
factorizacion en primos de éstos, no son lo mismo.
Por ejemplo:

e El conjunto de divisores de 300 es {1, 2, 3, 4,
5, 6, 10, 12, 15, 20, 25, 30, 50, 60, 75, 100, 150,
3003}.

e El conjunto de factores primos de 300 es {2 x
2 X 3%x5x5}.

Comente que los factores primos de un nu-
mero pertenecen al conjunto de divisores de ese
numero y que todos los demas divisores son el
producto de dos o mas factores primos. Es im-
portante que, a partir de la factorizacion en pri-
mos de un numero, los alumnos sean capaces
de encontrar el conjunto de divisores. Por ejem-
plo,30=2x3X5;75=3x5x5.

En la actividad 1 de la sesion 2, observe si los
alumnos se dan cuenta de que los factores pri-
mos de un numero tienen relacion con el valor
del numero. Por ejemplo, si se agrega un factor
2, el numero se duplica; si se quita un factor 2,
el numero disminuye a la mitad. Si se agrega un
factor 3, el numero se triplica; si se quita un fac-
tor 3, el numero se reduce a la tercera parte. Con
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estos ejercicios puede hacerles saber a los alum-
nos que existen otras formas de referirse a los
multiplos de los numeros de manera diferente:
el cuadruple, el quintuple... el ndnuplo, el undé-
cuplo... el céntuplo, etcétera.

Ademas de realizar las actividades 3 y 4 de esta
misma sesion, procure que los alumnos practiquen
las técnicas de factorizacion hasta familiarzarse con
ellas. Es importante enfatizar la idea de que, por
ejemplo, 24 =2X2X2x3,24=25x3,24=4X%X6
son algunas de las diferentes maneras de expre-
sar el mismo numero. Hay que centrar la aten-
cion en que tanto el 24 como las expresiones
de productos de primos son diferentes formas de
escribir los numeros, y que hacerlo de un modo
o de otro depende de las estrategias necesarias
para hacer un calculo o resolver un problema.

En la sesion 3, lea con los alumnos el proble-
ma de la actividad 1y ayudelos a entenderlo. No
se pretende que en este momento encuentren
la solucion, pero pueden sugerir alguna y ver si
funciona. Por ejemplo, pueden ver que a lo lar-
go de la tira de madera caben 18 cuadrados de
10 cm por lado, pero ;caben también a lo ancho
sin que sobre ni falte? Esta forma de acercarse a
la solucion les ayuda a entender el problema y
les hace ver que es necesario hacer ajustes.

Después de algunas reflexiones en la actividad
1, sugiérales que pasen a la actividad 2. Observe
si empiezan a darse cuenta de que la factoriza-
cion en primos de 180 y 108 y el uso de los fac-
tores comunes es el camino indicado para llegar
a la solucion del problema. La tabla de factoriza-
cion en numeros primos queda asi:

Medidas del = o . .
) actorizacion en numeros primos
rectangulo
Ancho = 108 2X2X3X3IX3
Largo =180 2X2X3X3x%x5
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La intencién de la actividad 2, inciso a), es que
puedan ver lo siguiente:

2ZX2X3X3EX3
2ZX2X3X3X5

Solo se marcan los factores que se repiten en el
otro numero, y queda sin tachar un 3 porque,
aunque es factor comun, no se repite en el otro
numero. El producto de los factores tachados es
36, que eselMCD de 108 y 180y corresponde a la
mayor medida que pueden tener los cuadrados.
Caben5alolargoy 3aloancho, 15 cuadrados en
total de 36 cm de lado.

En la tercera columna de la tabla de la acti-
vidad 4 puede haber confusion. El encabezado
dice: "Factores primos comunes de a, b y ¢,
considerando que:

a=588=2x2%x3x7x%x7
b=180=2%Xx2%X3%Xx3x%x5
c=700=2x2x5x5x%x7

Con base en lo anterior, los alumnos pueden pen-
sar que el unico factor primo comun es 2, y tienen
razon, pero dicho factor aparece dos veces en los
tres numeros, de manera que los factores primos
comunes son 2y 2.

En la tabla de la actividad 5 se les piden los
“Factores que producen el MCD”; aqui los alum-
nos se daran cuenta de que el resultado obte-
nido es el mismo que el de la columna 3 de la
actividad 4. Es necesario que los alumnos hagan
la relacion entre los factores primosdea, by cy
los factores que producen el MCD, y que se den
cuenta de que son los mismos valores.

En la actividad 6 es importante no decir a
los alumnos que la solucion del problema es el
MCD de la longitud de los muros. Solo hay que
observar lo que hacen y orientarlos durante el
ejercicio. En la actividad 7, es sustancial que haga
preguntas que ayuden a los alumnos a reflexio-
nar sobre los procedimientos que siguieron para
encontrar los resultados.

En la sesion 4 se retoman las preguntas con
las que se inicio la secuencia, por lo que en la
puesta en comun debera preguntar cuales fue-
ron las respuestas, para después contrastarlas
con los resultados que obtengan.
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En la actividad 1, inciso a), deben realizar el
llenado de la tabla; si lo desean, pueden agili-
zar la tarea usando la calculadora. Al contestar
la pregunta 1, inciso b), veran en la tabla que el
menor tiempo en que dos autos coinciden es 72
segundos y corresponde a los autos Ay C.

Este problema tiene una relacion directa con
el mcm de dos numeros, y es hasta la actividad
4 cuando se hace evidente. Mientras tanto, en
las actividades 2 y 3 los alumnos podran analizar
con detalle el significado de este concepto.

Es muy probable que en la actividad 2, inciso
a), haya respuestas diferentes. Se sugiere apro-
vechar esta cualidad de la pregunta para que los
alumnos busquen criterios generales para res-
ponder. Pregunte: “;Cuantos multiplos comu-
nes hay de 3 y 8?". Las respuestas pueden ser:
“Muchos”, “No se puede saber”, “Infinidad”, entre
otras. Las preguntas: “;Es 486 multiplo comun
de 3y 87", “ipodrian encontrar un numero de
cuatro cifras que sea multiplo comun de 3y 87,
pueden llevar a los alumnos a pensar que cual-
quier numero que sea multiplo de 24, que es el
mcm de 3y 8, es multiplo comun de 3y 8.

Lo anterior se vincula con las preguntas 2, in-
cisos e) y f), en las que se espera que los alumnos
concluyan que expresiones como 2n, 3n, 4n son
multiplos de 2, 3y 4, respectivamente, para cual-
quier valor entero de n.

Como se sefald anteriormente, en la activi-
dad 4 de esta sesion se hace evidente que la
solucion del problema de los autos puede en-
contrarse al comparar el mcm de todas las pa-
rejas de numeros que se pueden formar con los
que representan los tiempos: 18 y 20; 18 y 24;
18 y 28; 20y 24; 20y 28; 24 y 28. Al comparar
el mcm de cada pareja de numeros, se ve que el
menor es el que corresponde a 18 y 24, que es 72,
mientras que el mayor corresponde a 18 y 28, que
es 252.

En la actividad 1 de la sesion 5, si observa que
los alumnos ya no tienen dificultad para calcular
elmcmy el MCD de dos 0 mas nimeros median-
te la descomposicion de cada numero en fac-
tores primos, puede mostrarles el procedimiento
abreviado para calcular el mcm que, para el caso
de 48, 56 y 64, consiste en lo siguiente:

MCM=2X2X2X2X2X2X3X7=2°X3x7=1344
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48 56 64 | 2 \
24 28 32| 2
2 14 16 | 2
6 7 8 |2
3 7 4 > MCM=2X2X2X2X2X2X3xX7=2°x3x7=1344
3 7 2|2
3 7 113
17 1|7
& 1 1
La simplificacion consiste en obtener cada factor cha descriptiva, es necesario hacer un registro
primo de los tres numeros al mismo tiempo, siem- para cerciorarse de que los alumnos realizan lo
pre que esto sea posible; cuando no, simplemente siguiente:
se baja el numero, como en el caso del 7, que no e Expresan un numero compuesto como pro-
tiene mitad. Con esta técnica no hay necesidad de ducto de sus factores primos.
seleccionar factores, todos forman parte del mcm. e Calculan el MCD de dos o0 mas numeros.
En caso de que se muestre este procedimiento e Calculan el mcm de dos 0 mas numeros.
en la actividad 1, en la actividad 2 tendran la opor- e Usan correctamente el MCD de dos o mas
tunidad de usarlo, o seguir usando la descompo- numeros al resolver problemas.
sicion de cada numero. También puede sugerirles o Utilizan correctamente el mcm de dos o mas
a los alumnos que usen uno de los dos procedi- numeros al resolver problemas.
mientos y, en sequida, comprueben con el otro.
Los 4 enunciados de la actividad 3 se prestan ¢ COomo apoyar?
para que los alumnos discutan, sobre todo si al-
gunos piensan que es verdadero y otros que es Con los alumnos que enfrenten dificultades al
falso, sélo hay que animarlos a que digan el por- factorizar numeros, calcular el MCD o el mcm.
qué de sus respuestas y a que den ejemplos que Inténtelo con numeros de menor valor, con los
logren convencer a los que piensan diferente. cuales puedan hacer el calculo mentalmente.
Observe lo que hacen en el problema 5, in- Esto les ayudara a encontrar sentido a lo que
ciso a). Es probable que muchos obtengan el buscan y al uso de operaciones escritas cuan-
mcm de 21 y 35, que es 105. Este numero no do el caso lo requiera. Es importante vincular los
es la solucion porqgue tiene tres cifras y la con- aprendizajes de la secuencia 1, "Multiplos, divi-
dicion es que tenga cuatro. ;El numero que se sores y numeros primos”, y de la secuencia 2,
busca tendria que ser multiplo de 105? Esta es "Criterios de divisibilidad", para que los alumnos
la pregunta clave que probablemente algunos relacionen lo que en ellas se estudio con lo que
alumnos se plantearan, misma que los llevard a la se estudia en esta secuencia.
solucion al multiplicar 105 x 2, 105 x 3,105 x 4, has-
ta que encuentren un numero de cuatro cifras. (;Cémo extender?
Este numero es 1050, que se obtiene al multi-
plicar 105 x 10, lo que significa que a la factori- Organice al grupo en equipos y pidales que cada
zacion delmcm = 105 = 3 X 5 X 7, es necesario equipo formule una pregunta relacionada con la
agregarle dos factores mas, un 2 y un 5 para factorizacion de numeros con el MCD o con elmcm
encontrar el numero perdido. 0 que inventen problemas que se resuelvan usando
el mcm, o bien el MCD.
Pautas para la evaluacion formativa T
Con la finalidad de verificar en qué medida se 1890=M2M’=2X33X5”
logra la intencion didactica que aparece en la fi- 55 el G B o sl
JJ73 :
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STl Figuras geométricas y equivalencia

de expresiones de segundo grado 2
(LT, Vol. I1, pags. 22-29)

Tiempo de realizacién

4 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Patrones, figuras geomeétricas y expresiones equivalentes

Aprendizaje esperado

Formula expresiones de segundo grado para representar propiedades del area de
figuras geométricas y verifica equivalencia de expresiones, tanto algebraica como
geométricamente.

Intencion didactica

Que los alumnos establezcan la equivalencia de expresiones algebraicas de segundo
grado para representar el area de figuras geométricas y para obtener valores
desconocidos y que factoricen expresiones algebraicas.

Vinculos con otras
asignaturas

Historia, sequndo grado, secuencia 12: “El poderio mexica”.
Ciencia y Tecnologia. Biologia, secuencia 1: “La biodiversidad mexicana”; secuencia
6: "El cuidado de la biodiversidad e identidad mexicanas”.

Recursos audiovisuales
e informaticos para el
alumno

Audiovisual
» Factores de una expresion algebraica de segundo grado

Informatico

e Factorizacion de expresiones cuadraticas

) Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

e Factorizacion de expresiones algebraicas de sequndo grado
* Expresiones equivalentes y no equivalentes

¢Qué busco?

Que los alumnos:

¢ Sesion 1. Usen expresiones algebraicas equi-
valentes para expresar areas.

¢ Sesion 2. Expresen algebraicamente compo-
siciones de areas que representan binomios al
cuadrado y binomios con un término comun,
y determinen la equivalencia de las expresio-
nes encontradas.

* Sesion 3. Usen expresiones algebraicas para
representar diversas configuraciones geome-
tricas. Factoricen la expresion algebraica que
representa el area de una configuracion geo-
metrica.

¢ Sesion 4. Comprueben la equivalencia de ex-
presiones algebraicas que representan el area
de figuras geomeétricas.

Acerca de...

Esta secuencia forma parte del trabajo que los
alumnos han realizado desde el bloque 1 acer-
ca de la equivalencia de expresiones algebraicas
de segundo grado (también llamadas cuadrati-
cas) a partir de las transformaciones algebraicas
correspondientes o la sustitucion de las literales
iguales por un mismo valor.

Dado que la forma usual de las chinampas es
rectangular, a partir del contexto, basado en lo
que se cultiva en ellas y la gran biodiversidad de
nuestro pais, se plantean problemas para expre-
sar areas de terrenos de cultivo mediante expre-
siones algebraicas que sean equivalentes, esto
es, que los alumnos encuentren diversas mane-
ras de expresar, en estos casos, una misma area.

Entre los problemas que aqui se plantean, se
recurre a la representacion geométrica del tri-
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nomio cuadrado perfecto y del trinomio de la al multiplicar dos literales distintas, o incluso la
forma x?+ (a + b)x + ab, a partir del producto misma, estan considerando dos dimensiones
de dos binomios. Estos conceptos seran de gran (largo y ancho o base y altura).
utilidad en las secuencias donde se resuelven
ecuaciones cuadraticas. ¢Coémo guio el proceso?
Con la finalidad de que los alumnos encuentren
relaciones entre los contenidos que estudian a lo
=5 largo de su preparacion escolar, al realizar la lec-
Huauzontle E a tura introductoria de la secuencia puede pregun-
Eﬂ tarles si recuerdan la secuencia de Historia de
segundo grado, donde se habla de las chinam-
pas como una forma de agricultura de la cultura
N mexica; asi como de lo visto en las secuencias
Epazote &(Soe’ b de Biologia de primer grado, donde estudiaron la
¥ biodiversidad en nuestro pais, y de los cultivos y
alimentos caracteristicos de cada region.
a b En seguida se pide que los alumnos trabajen
individualmente con el fin de analizar, tanto ellos
En general, las secuencias que forman par- como usted, los aspectos que aun puedan repre-
te de este aprendizaje esperado se basan en la sentar un obstaculo para avanzar en el estudio
manipulacion algebraica de los términos, esto de este contenido. Puede suceder que los alum-
es, en las operaciones algebraicas que hasta nos sumen exponentes de las literales iguales
ahora se han estudiado, destacando principal- en un polinomio, por ejemplo en la actividad 1,
mente la factorizacion de expresiones; también inciso c), donde una expresion para representar
se relaciona con los contenidos estudiados en el perimetro de la chinampa es: (5x + 3x + x +
el tema de numero, como la jerarquia de las 3X + X + 2X + 3X), y que ellos consideren que es
operaciones y los conceptos de multiplo y fac- equivalente a 18x5%; o bien, en la actividad 1, inci-
tor, asi como con el calculo de areas de figuras so d), donde el resultado final seria 18x2 los
geomeétricas. alum-nos anoten 18x*, también porque sumaron
los exponentes.
Sobre las ideas de los alumnos En la sesion 2, el problema 1 difiere de las repre-
sentaciones que venian trabajando en la se-
La descomposicion en factores (factorizacion) se cuencia anterior, donde las areas eran externasy
ha estudiado anteriormente en aritmética al en- colindantes. Ahora se trata de un area dentro de
contrar las diferentes formas de expresar cual- otra, elemento que sera importante revisar con
quier numero como un producto de dos o mas los alumnos en la respuesta del inciso c), pues
numeros. Ahora, los alumnos deberan recordar puede suceder que obtengan el area de todo
esas formas de expresar los numeros, ademas el cuadrado de lado d y la sumen con el area del
de las operaciones con potencias de la misma cuadrado pequefo, sin darse cuenta de que si
base y, en general, el uso de la jerarquia de las obtienen el area del cuadrado con lado d, ya es-
operaciones. tan incluyendo el area verde. Asi, las expresio-
Tenga en cuenta que los alumnos pueden nes que pueden obtener en este inciso serian
confundirse respecto a que, al estar representa-  d? e*+ e(d —e) + d(d — e) o bien, e?+ d?-e?, si es
das por literales, las medidas de los lados de las que suman las respuestas a los dos incisos ante-
figuras que tienen los terrenos, en lugar de mul- riores. En esta ultima expresion habra que hacer-
tiplicar, sumen para determinar su area. De ahi los reflexionar que e? se elimina, ya que aparece
que el modelo de areas de figuras sea el apoyo sumando y después restando, de ahi que solo
visual para que los alumnos comprendan que queda d”.
{75°
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El problema de la actividad 2 los llevara a una
representacion geomeétrica de lo que es el tri-
nomio cuadrado perfecto y la posibilidad de es-
cribirlo algebraicamente de diferente forma, lo
que ayudara posteriormente a comprender su
factorizacion:

(a+b)?=(a+Db)a+b)
=a’+ab + ab + b?
=a?+ 2ab + b?

La misma situacion surge con el problema de
la actividad 3, donde seguramente las expresio-
nes que muchos obtendran para el area de toda
la chinampa resulten de la suma de las cuatro
areas en que esta dividida:

X’+ax +bx +ab=x>+ (a+ b)x +ab

Otros posiblemente digan que para obtener el
area de todo el rectangulo basta con multiplicar
(x + a)(x + b), lo que ayudara posteriormente a
comprender la factorizacion.

Lo anterior justifica la necesidad de que los
alumnos comprueben siempre que las expresio-
nes que obtienen son equivalentes, ya sea con la
sustitucion de las literales por valores numeéricos,
0 bien mediante la transformacion de una expre-
sion en la otra.

En las actividades 1y 2 de la sesion 3 se pide
que los alumnos encuentren los factores (medi-
das de los lados) que permiten expresar el area
de las figuras dadas, asi como representar geo-
métricamente el area de figuras, dadas las expre-
siones que representan su area, con el fin de que
pongan en juego, de diferente forma, lo estudia-
do en las dos sesiones anteriores.

La actividad 3 se centra en la busqueda de los
factores que permiten obtener los trinomios da-
dos, pero ahora ya no tienen el apoyo de la re-
presentacion geomeétrica. Se trata ya de un tra-
bajo meramente algebraico, por lo que es im-
portante que usted les insista en que realicen los
productos que obtengan para verificar que son
equivalentes a las expresiones dadas. El recua-
dro incluido en la actividad 6 muestra la relacion
entre estos dos elementos.

Alfinalde esta sesion, se pide alosalumnos que
investiguen acerca de los cultivos que se pueden

tener en casa, tanto en zonas rurales, donde esta
actividad se facilita, como en zonas urbanas, don-
de se ha promovido lo que se conoce como
azotea verde, que consiste en tener diversos cul-
tivos para el autoconsumo en la azotea de una
vivienda o en un espacio que pueda ser destina-
do a ello. La finalidad de este punto es que apo-
ye a los alumnos en la reflexion acerca de como
contribuir, aunque sea en pequefia medida, a evi-
tar los problemas que ocasiona la agricultura
intensiva en la actualidad.

En la sesion 4, actividad 1, se plantea la trans-
formacion de algunas figuras geométricas en
otras, a fin de que los alumnos relacionen prime-
ro las longitudes de los lados cuando las figuras
se transforman, y después, que establezcan la
equivalencia entre las expresiones algebraicas
usadas para calcular sus areas mas facilmente.
Por ejemplo, en el caso del trapecio isdsceles

+le—a —»1»

x\‘H | H’/

que se transforma en un rectangulo, los alum-
nos deberan observar que los dos triangulos que
forman parte de la base mayor son congruentes
y que, acomodados a la derecha del rectangu-
lo obtenido a partir de la base menor, forman
un rectangulo cuya area es la misma que la del
trapecio; también se puede ver que la altura
del rectangulo es la distancia entre la base me-
nor y la base mayor; por lo tanto, las longitudes
buscadas son:

—Jfa+1]—s

Y ellos partiran de aqui para establecer que las
dos expresiones que anoten son equivalentes. En-
tre las que pueden surgir de ambas figuras, estan:
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Se podria solicitar a los alumnos que igualen
las expresiones y realicen las operaciones nece-
sarias para demostrar que ambas expresiones
son equivalentes, ya que la forma mas facil, y a la
cual seguramente recurriran, sera sustituir las li-
terales por algun valor; sin embargo, los alumnos
deben ejercitar la operatividad con expresiones
algebraicas.

Pautas para la evaluacién
formativa

Conelfinde analizar qué conocimientos les que-

dan claros a los alumnos o en cuales tienen di-

ficultades, es importante observar los siguientes

aspectos:

o |dentifican los términos de cualquier expre-
sion algebraica.

¢ Distinguen las operaciones que estan indica-
das en una expresion algebraica.

¢ |dentifican algunas propiedades de las igual-
dades, por ejemplo: si dos términos son igua-
les a otro término, entonces los dos primeros
son iguales entre si; 0 que es posible cambiar
el orden de los miembros sin que la igualdad
se altere.

¢ Aplican correctamente las operaciones con
exponentes.

o Utilizan la trasposicion de términos en una
igualdad.

» Escriben e identifcan las expresiones algebrai-
cas equivalentes para expresar areas y peri-
metros.

¢Coémo apoyar?

Un error muy frecuente de los alumnos es el ma-
nejo de exponentes. En general, confunden la
suma de términos semejantes con el producto.
Si observa que esto ocurre, sera necesario volver
a trabajar con ellos las secuencias relativas a las
operaciones con exponentes de la misma base,
a fin de que recuerden que cuando dos 0 mas
términos tienen la misma literal, pero se estan
sumando o restando, solo se opera con los co-
eficientes y la literal se queda igual. Puede recu-
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rrir también a lo que ellos saben acerca de como
comprobar la igualdad de expresiones, dando un
mismo valor a las literales que son iguales. Por
ejemplo, si escriben esto:

(5x +3x + X + 3x + x + 2x + 3x) = 18x°,

digales que sustituyan la literal por 2, por ejem-
plo, y al realizar las operaciones, del lado izquier-
do obtendran 36, mientras que del lado derecho
sera 1152.

En caso de que les falle la trasposicion de tér-
minos, recurra a la balanza como estrategia di-
dactica para que comprendan que lo que hagan
de un lado de la igualdad, deberan hacerlo tam-
bién del otro para mantener el equilibrio (la igual-
dad). Una vez que comprendan y practiquen esta
estrategia, les sera mas facil entender las recetas:
“Si estd sumando, pasa restando”, “Si esta multi-
plicando, pasa dividiendo”, etcétera.

¢Coémo extender?
La factorizacion de expresiones algebraicas no
esuntema sencillo, porlo que se sugiere que pro-
ponga ejercicios de factorizacion como los si-
guientes:
4x* + 6x2+ 10 =
9a°+ 3a*=
12y —4y* + 6y* + 16 =
2x% + 100 =
16a* — 20a’b + 20a’b — 25b? =
25y? - 30y =
36y% - 48yz + 48yz — 647% =
X2+ 2X+4 4+ 2x =
Se recomienda hacer una puesta en comun
que permita analizar las expresiones anotadas
porlosalumnos, que pueden ser diversas, y com-
probar si son equivalentes. Si no lo son, analicen

si el error es trivial o si es reflejo de algun con-
cepto que no ha quedado claro.

- A

@%’
%

ISy
AL f

:
Y
®



I

el wt:W¥l Funciones 2

(LT, Vol. I, pags. 30-39)

Tiempo de realizacion 5 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema Funciones

Aprendizaje esperado

Analiza y compara diversos tipos de variacion a partir de sus representaciones
tabular, grafica y algebraica, que resultan de modelar situaciones y fenomenos de la
fisica y de otros contextos.

Intencioén didactica

Que los alumnos analicen las relaciones funcionales con variacion cuadratica para
conocer sus propiedades y caracteristicas, poder resolver problemas y obtener la
expresion algebraica de ese tipo de relacion funcional.

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

e Distancia de seguridad

» Anadlisis de graficas y expresiones algebraicas de funciones cuadraticas

Materiales de apoyo
para el maestro

Recursos audiovisuales

e Relaciones funcionales con variacion cuadratica
* Interpretacion de graficas con secciones curvas

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Analicen la representacion tabular de
una variacion cuadratica para determinar la re-
presentacion grafica que corresponde al creci-

miento observado.

modelar situaciones de la vida real.

sentacion grafica.

Sesion 2. Comparen modelos de crecimien-
to cuadratico a partir de sus representaciones
tabular, grafica y algebraica, que resultan de

Sesion 3. Verifiguen que la representacion
algebraica de un fendmeno de la fisica co-
rresponde a la situacion que representa, asi
como a los datos de su tabla y de su repre-

Sesion 4. Profundicen en las nociones de de-
pendencia y razon de cambio como caracte-
risticas de una relacion de variacion funcional.
Sesion 5. Analicen cdmo cambian la represen-
tacion algebraica y grafica cuando varia una de
las condiciones, e identifiquen qué representa
cada término de dicha expresion.

Acerca de...

Las graficas de funciones sirven, entre otras co-
sas, para analizar cualitativa y cuantitativamente
las relaciones de dependencia entre dos con-
juntos de cantidades y el tipo de variacion que
existe entre éstas. Asimismo, al ser la represen-
tacion de un modelo, un problema o fendome-

‘L,,°°



7 N\

é@t%

4
A\
~v

no cercano o significativo para los alumnos, su
analisis puede comenzar por aspectos cualitati-
vos de la variacion y derivar en soluciones cuan-
titativas o de otro tipo de representacion (tabular
o algebraica).

Desde la primaria, los alumnos han estudia-
do la relacion que hay entre dos conjuntos de
cantidades; en la secundaria han profundizado en
el estudio de las relaciones como procesos de va-
riacion, y en particular se ha hecho hincapié en los
procesos de variacion funcional con situaciones
lineales y de proporcionalidad directa e inversa.
Ademas, el estudio de los fendmenos de varia-
cion se ha hecho con diferentes representacio-
nes matematicas.

En la secuencia 5 se analizaron situaciones que
permiten identificar si la relacion entre las can-
tidades corresponde a una variacion funcional
y si es lineal o cuadratica, a partir de la lectura,
la interpretacion, la elaboracion y el analisis de
graficas y tablas. Es el antecedente directo del
estudio que se va a desarrollar en esta secuencia.
Asimismo, los conceptos y procedimientos estu-
diados en las secuencias de figuras geomeétricas
y de equivalencia de expresiones algebraicas, asi
como las secuencias sobre ecuaciones, son an-
tecedentes relevantes para aprender lo que se
propone en esta secuencia.

Sobre las ideas de los alumnos

Los alumnos saben que, cuando hay dos conjun-
tos de valores y se comparan los elementos de
uno con respecto al otro, puede ocurrir que ten-
gan una relacion de dependencia lineal, o bien di-
recta o inversa, en la que es posible identificar una
constante. También puede suceder que no tengan
relacion alguna.

En la secuencia 5 conocieron algunas situa-
ciones que cumplen con una relacion de varia-
cion que aumenta de manera diferente a la li-
neal. Tal vez, algunos alumnos, al no encontrar
un valor constante entre cada par de valores,
consideren que no hay una relacion de varia-
cion funcional, pero justamente las situaciones
que se presentan en esta secuencia tratan, par-
ticularmente, de dos casos de relacion funcional
cuadratica con la intencion de que los alumnos
se concentren en identificar y analizar las carac-
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teristicas de este tipo de variacion, en las cuales
no se puede identificar una constante.

Un aspecto importante es que los alumnos com-
prendan los conceptos de funcion y ecuacion, asi
como sus diferencias, lo cual se desarrolla en las
secuencias referentes a funciones, ecuaciones y
expresiones algebraicas equivalentes.

¢Cémo guio el proceso?

Lea y comente con los alumnos la seccion “Para
empezar” con el fin de identificar la familiaridad y
las ideas que tienen los alumnos respecto al con-
texto de la secuencia. Las preguntas son sobre
todo para entender el fendmeno y hacer con-
ciencia de la utilidad de los teléfonos celulares,
pero también para alertar sobre la importancia
de no distraerse con estos aparatos al conducir.

A lo largo de la secuencia se pretende que los
alumnos relacionen las distintas representacio-
nes de las funciones con las situaciones y los fe-
nomenos descritos en ella.

La actividad 1 de la sesion 1 centra el trabajo
en el analisis del aumento del numero de celula-
res que se ha dado en los ultimos afios por cada
100 habitantes. Se pretende que, a partir de ob-
servar este crecimiento, los alumnos puedan de-
terminar o aproximar los valores de los aios que
no aparecen en la tabla a partir de la informacion
dada. Los primeros dos incisos estan enfoca-
dos en que comparen el crecimiento que hubo
de un aflo a otro. Observe qué razonamientos
usan para encontrar los valores que se piden en
el inciso c). Vale la pena analizar en un primer
momento qué significa que haya n celulares por
cada 100 habitantes para contestar el resto de
los incisos de esta actividad. En las actividades 2 y
3 conviene que no solo comparen los valores de la
tabla con los de la grafica, sino también que, una vez
que los alumnos hayan dado sus razones, propi-
cie la discusion con preguntas como: “;Por qué
no es posible que la grafica esté compuesta por
dos segmentos de recta?”; “;El comportamien-
to del primer afio al quinto es lineal?”; “;Como
podemos mostrar que no hay un crecimiento li-
neal?”. Aclarar lo anterior les permitira afrontar
de lleno las actividades de la sesion 2.

Pregunteles si recuerdan como se compor-
ta una variacion lineal y como se diferencia del
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Cartel de una
campana vial
que busca
evitar
accidentes.

>

Esta regla de oro debes recordar:

Multiplica, por si mismo, el niimero de decenas de la velocidad
a la que avance el auto para obtener |a cantidad de metros
que tardara el auto en detenerse.

Por ejemplos Si el auto va a 90 km/h, multiplica 9.9 = 81 m
Si el auto va a 120 km/h, multiplica 12 x 12 = 144 m

Si tienes espacio y tiempo para reaccionar,
muchos accidentes podras evitar.

comportamiento de una variacion cuadratica;
pidales que escriban este analisis de las graficas
en su cuaderno.

La actividad 1 de la sesidén 2 comienza con la
intencion de reforzar la comprension de la rela-
cion funcional que se presenta y como se habla
no del total de celulares, sino de cuantos hay
por cada 100 habitantes. Por otro lado, se so-
licita que identifiquen la expresion algebraica que
modela el fendmeno en estudio. Para esto, los
alumnos pueden elegir varias estrategias. Si ob-
serva que afrontan dificultades para hacerlo o lo
hacen de manera azarosa, sugiera que examinen
los valores que conocen, por ejemplo, ;qué pasa
en cada expresion cuando sustituyen algun va-
lor de la tabla?, ;qué resultado obtienen?, jesto
como les ayuda a desechar o elegir las expresio-
nes? Otra opcion es que grafiquen cada una de
las expresiones y la comparen con la grafica
de la sesion 1 para seleccionar la representacion
algebraica correspondiente a la tabla y la grafica
vistas anteriormente. En la actividad 2 se espera
que, a partir de la expresion algebraica elegida en

la actividad anterior, completen la tabla hacien-
do una proyeccion de los resultados del estudio
anterior. Cuando los alumnos encuentren los re-
sultados, comente con ellos lo que significa que
a partir del afio 2019 haya mas de 100 teléfonos
celulares por cada 100 habitantes y por qué eso
tiene un sentido logico en la realidad; ademas,
pregunten por qué es importante analizar esto
desde el punto de vista de la ecologia y del cui-
dado del medio ambiente. En la actividad 3 de-
beran trazar la grafica correspondiente. En rea-
lidad, ya cuentan con todos los elementos para
hacerla, pues tienen la informacion de la sesion
1 (incluso la grafica) y la tabla que acaban de ela-
borar. Para la actividad 4, promueva una puesta
en comun centrada en hacer una conexion entre
las tres representaciones: los datos que apare-
cen en las tablas, las graficas y la expresion al-
gebraica. Para ello puede preguntar: “;Con cual
representacion es mas facil ver como se com-
porta el fendomeno?”; “;Cual representacion te
ayuda a obtener cualquier valor en el tiempo?”;
“;Cual les permite hacer una mejor proyeccion
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a futuro?’. Comente que la grafica representa
los valores de la tabla y que éstos estan dados
por la expresion algebraica. También conviene
que analicen el fendmeno en si. Para eso, puede
plantear preguntas del tipo: ;por qué creen que el
crecimiento se comporta de esa manera?, ;jeste
crecimiento acabara en algun momento?, jcreen
que siempre habra crecimiento?

La actividad 5 tiene como propdsito analizar
otra grafica que representa el mismo fendme-
no, pero en Europa. El alumno debe completar,
a partir de la grafica, una tabla de un conjunto de
datos y responder preguntas comparando am-
bos estudios. Considere que los resultados pue-
den ser variables por la manera en que cada uno
lee la grafica. Conviene que ayude a los alumnos
a dar significado a los resultados numéricos que
se obtienen. Por ejemplo, en el inciso €); la res-
puesta es 163.7 teléfonos celulares por cada 100
habitantes en 2025. Es importante que el alumno
dé un significado a esta respuesta con preguntas
como: ";Qué quiere decir ese numero?”’; “;Tiene
sentido ese resultado en la realidad?”; ";Por qué
es decimal y no un entero positivo?".

La sesion 3 se compone de cinco actividades.
En la primera se debe entender el fendmeno de
la distancia Optima para evitar accidentes. Para
lograrlo; se proporciona informacion sobre la
distancia de seguridad al conducir automoviles y
se formulan cuestionamientos sobre la relacion
entre la velocidad del vehiculo y la distancia de
seguridad al frenar el automovil. En la segunda
actividad se incluye informacion sobre como
calcular la distancia de seguridad para evitar ac-
cidentes tomando en cuenta el espacio que se
necesita, el tiempo para reaccionar y la veloci-
dad del automovil.

Con la “regla de oro” que se proporciona en
la campana vial para evitar accidentes, se pide
en la actividad 3 que se complete una tabla para
distintas velocidades y la distancia de seguridad
asociada a ellas. Con esos datos se intenta que
los alumnos comprendan como se obtiene una
expresion algebraica que representa la situacion
que relaciona la velocidad del automovil con la
distancia de frenado. Para ello se muestran tres
formas de representar algebraicamente la si-
tuacion descrita. Conviene que analice con sus
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alumnos cada una de las expresiones, y que vean
las similitudes y diferencias.

Observe con ellos qué significa algebraica-
mente “quitarle el cero” a los numeros que tie-
nen que multiplicar entre si.

Considere que la respuesta correcta al inciso
c) es( ) (wO) por lo que los alumnos tienen que
determinar en el inciso d) que las expresiones de
Ramon y Sofia son las correctas y ademas son
equivalentes.

La grafica de la actividad 5 les permite apreciar
como a mayor velocidad se necesita mas distan-
cia para frenar sin provocar un accidente.

En la primera actividad de la sesion 4 se in-
troduce una funcion cuadratica con coeficien-
tes decimales, y por medio de ésta se relaciona
la velocidad de un automovil con la distancia
de seguridad. Conviene que se tenga en cuenta
en todo momento que se trata del mismo fend-
meno, pero usando otro modelo. El primero se
utilizd para una campafa de concientizacion, asi
que debia ofrecer una manera sencilla de calcu-
lar la distancia en funcion de la velocidad, para
usarla cotidianamente. Al emplear la expresion
algebraica de esta sesion, se quiere tener mas
precision entre el fendmeno fisico y el modelo
matematico que lo representa. Para graficar, se
solicita al alumno que complete antes los datos
de la tabla correspondiente. Es importante que
comente a los alumnos que las 2 expresiones
representan lo mismo, pero que estan descritas
con diferentes literales. Esto significa que uno
puede nombrar las variables como guste, siem-
pre y cuando se sepa que representan lo mismo.

En la actividad 2, los alumnos deben graficar la
funcion de la distancia de seguridad respecto a
la velocidad usando la expresion funcional y los
datos obtenidos en la actividad anterior.

La actividad 3 se orienta hacia la comparacion
de las dos graficas anteriores, donde podran apre-
ciar su semejanza y observar que, a pesar de la
sencillez de la primera, cumple el cometido de
determinar la distancia de frenado seguro.

La primera actividad de la sesion 5 tiene
como proposito que los alumnos identifiquen
los términos de la expresion funcional con la
distancia de frenado, y ahora con el agregado
de la distancia de reaccion dando la funcion:
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D(v) = 0.007v? + 0.2v, es decir, se establece la
relacion entre la distancia de frenado y el uso del
teléfono celular mientras se maneja. Conviene
que verifique con los alumnos qué significa re-
accionar tres y seis veces mas tarde, dado que
se les pide escribir las expresiones algebraicas
de las dos situaciones descritas. En el inciso b),
cuando grafiquen las tres situaciones, compare
y analice con los alumnos las implicaciones de
estar distraido cuando se maneja, sobre todo a
altas velocidades.

Es conveniente que en la puesta en comun de
la actividad 2 comenten como, al variar los fac-
tores, cambian las graficas. Vean qué es lo que se
modifica, asi como la manera en que varia la dis-
tancia de frenado en funcion de la velocidad. Por
ejemplo, puede ver como se maodifica la distancia
segun la distraccion que se presenta a la misma
velocidad. Es importante reflexionar que no solo
por reducir la velocidad se reduce el riesgo, sino
gue también hay que reducir las distracciones.

Pautas para la evaluacién formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se va

logrando la intencion didactica que aparece en

la ficha descriptiva, se requiere hacer un registro

para cerciorarse de que los alumnos realizan o

siguiente:

¢ Distinguen claramente cual representacion
grafica se corresponde mejor con el creci-
miento observado.

¢ Logran hacer la conexion que hay entre las
representaciones tabular, grafica y algebraica,
que resultan de modelar situaciones de creci-
miento cuadratico.

» Logran vincular o explicar el fendmeno a par-
tir de las distintas representaciones.

* Ante las relaciones funcionales que se presen-
tan, determinan cual variable es la independien-
tey cual es la dependiente.

¢Coémo apoyar?

Si observa que algunos alumnos tienen dificul-
tades para seleccionar la grafica que correspon-
de a los datos de la tabla de la actividad 2 de la
sesion 1, puede sugerir que identifiquen cada

par ordenado de la tabla en ambas graficas; en
aquella en la que ubiquen todos los puntos de-
terminados por los pares ordenados sera la que
le corresponde.

Nilmero de celulares por
cada 100 habitantes
.
L]
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\ Ano del estudio

Esta sugerencia también la puede hacer si ob-
serva que tienen dificultad para trazar la grafica
de la actividad 3 de la sesion 2. De esta manera,
puede ayudar a los alumnos a reconocer algunas
de las caracteristicas de la relacion funcional, por
ejemplo, si se tienen dos conjuntos de valores,
uno de ellos puede ser el de los valores inde-
pendientes, ubicados por lo generalen el eje X, y
los otros, los dependientes, ubicados en el gje .

¢Coémo extender?

Si tiene acceso a una computadora con internet,
puede conectarse con alguno de los graficado-
res en linea gratuitos, por ejemplo Geogebra y
Wolfram Alpha, que le permitird hacer amplia-
ciones de las graficas y modificar los parame-
tros para ver las implicaciones de los cambios.
Asimismo, revise algunos recursos en internet o
simulaciones para explicar o comprender mejor
el fendmeno. Por ejemplo, puede ver el video
que se encuentra en https://www.youtube.com/
watch?v=fB9_id8BhUO
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ailser-We] Ecuaciones cuadraticas 2

(LT, Vol. 11, pags. 40-49)

Tiempo de realizacion

5 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Ecuaciones

Aprendizaje esperado

Resuelve problemas mediante la formulacion y solucion algebraica de ecuaciones
cuadraticas.

Intencién didactica

Que los alumnos usen ecuaciones cuadraticas al resolver problemas por el método

de factorizacion.

Audiovisuales

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informaticos

o Ecuaciones cuadraticas incompletas
e Ecuaciones cuadraticas por factorizacion

e Factorizacion de ecuaciones cuadraticas incompletas
o Ecuaciones cuadraticas por factorizacion

. Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

e Aspectos a considerar para resolver ecuaciones cuadraticas incompletas
» Recomendaciones iniciales para el estudio de ecuaciones cuadraticas

¢Qué busco?

Que los alumnos:

Sesion 1. Resuelvan ecuaciones cuadraticas de
la forma ax? + ¢ = 0, para solucionar problemas.
Sesion 2. Usen ecuaciones de la forma
ax? + bx = 0 para resolver problemas.

Sesion 3. Utilicen el método de factorizacion
para resolver ecuaciones de la forma x? + bx +
¢ = 0 al solucionar problemas.

Sesion 4. Identifiquen las raices de una ecua-
cion de segundo grado cuando ésta se ex-
presa de la forma (x + p)(x

+ g) = 0 y sepan formu-

Acerca de...

En la secuencia 4, los alumnos comenzaron a
formular ecuaciones de segundo grado para re-
solver ciertos problemas y usaron métodos in-
tuitivos para llegar a la solucion. Esta secuencia
se desarrolla al considerar la complejidad de las
ecuaciones y, paralelamente, los métodos que
suelen utilizarse para resolverlas. Se inicia con las
ecuaciones incompletas, de la formaax? +c =0
y, ax> + bx = 0, y culmina con las ecuaciones
completas, de la forma ax®> + bx + ¢ = 0, cuya
resolucion se lleva a cabo por el método de fac-
torizacion y por la propiedad del producto cero.

lar una ecuacion de se-
gundogradodadaslasdos
raices.

Sesion 5. Identifiquen las
dosraicesdeunaecuacion
desegundogradoenlare-
presentacion grafica de
la funcion de la cual se ob-
tiene y formulen la ecua-

4. Anoten lo que falta en la tabla.

Ecuacion factorizada Ecuacion desarrollada “

x=Nx+2)=0

x -3)x+4)=0

~

X¥—x—2=0
x, =4 x,=3
X2 —6x=0
X2 +5x—14=0
x, =17 X, ==2

N\

cion correspondiente.
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Otro aspecto que se destaca en la secuencia
es el significado de las raices, tanto en el con-
texto de los problemas como en el algebraico.
En el primer caso se cuestiona que, en ciertos
problemas sobre nuimeros, las dos raices de la
ecuacion sean solucion del problema, mientras
que en otros, por ejemplo los relacionados con
edades o con medidas, solo una de las raices es
solucion del problema.

En el segundo caso, el significado de las raices
se asocia a la representacion grafica de la ecua-
cion, especificamente con lasabscisasde los pun-
tos donde la curva corta al eje X.

Sobre las ideas de los alumnos

Algunas de las nociones que los alumnos han

construido y sirven de sustento para el estudio

de esta secuencia, son las siguientes:

e Una ecuacion se puede simplificar al aplicar
la misma operacion en los dos miembros de la
ecuacion, como se ilustra en la siguiente tabla.

Ecuacion
final

Ecuacion

. . 3 h
inicial Qué se hace

Se suma 50
en ambos
miembros
dela
ecuacion.

2x*-50=0 2x%= 50

Ambos
miembros
se dividen
entre 2.

2x2=50 x2=25

Se extrae la
raiz cuadra-
da en ambos
miembros.

x> =25

X X

¢ Un numero es factor comun de dos o mas
numeros si los divide exactamente. Por ejem-
plo, 3 es factor comun de los numeros 6, 12
y 18. Adicionalmente, el mayor factor comun
0 maximo comun divisor de 6, 12 y 18, es 6.
Esta misma idea es valida para las expresio-
nes algebraicas. Por ejemplo, 2x es factor co-

BLH  ELB LB

LB

mun de 4x y de 8x?, porque divide a ambos en

forma exacta: é—’;: 2,%2 = 4x. El mayor factor
comun o maximo comun divisor de 4x y 8x2,
es 4x. Una idea previa que entra en juego en
esta parte es la de cociente de potencias de la
misma base que se estudio en segundo grado.

e La propiedad del producto cero es funda-
mental en el desarrollo de esta secuencia y
para muchos alumnos no es trivial. Dada la
ecuacion

x-3)x+5) =0,

en la que hay una multiplicacion de dos fac-
tores cuyo resultado es cero, necesariamente
x —3 =0, 0bien, x + 5 = 0, de donde resulta
quesix — 3 =0, entoncesx =3.Six+5=0,
entonces x = =5; por lo que las raices de la
ecuacion son 3y —5.

e Cuando en una ecuacion como

x2—-3x-180=0

se requiere encontrar dos numeros que suma-
dos den -3 y multiplicados den —180, los alum-
nos pueden echar mano de la factorizacion en
primos de 180 =2 X 2 X 3 X 3 x 5. Si se agrupan
convenientemente estos factores, por un lado 2
X 2 X 3,y porotro 3 X 5, en tales productos (12
y 15) hay una diferencia de 3, que es la que se
requiere. Lo que resta es asignar los signos ade-
cuados, —15y 12, para que la suma sea -3 y el
producto —-180.

¢Coémo guio el proceso?

Se sugiere leer con los alumnos la seccion “Para
empezar”, que aporta algunos datos sobre el de-
sarrollo del lenguaje algebraico. Puede pregun-
tarles cuantos afos pasaron desde la época en
que vivio Diofanto hasta la época de Francisco
Vieta, para que tengan una idea acerca de la len-
titud de los avances matematicos. En estos casos,
también sirve ubicar en un mapamundi los luga-
res donde vivieron Diofanto, Al Juarismi y Vieta.

Enlasesionl, esprobable que enelincisoa) los
alumnos usen literales distintas para representar
un numero cualquiera. Aproveche esto en elinci-
so c) para enfatizar la idea de que, efectivamente,
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es valido usar cualquier literal, aunque se acos-
tumbra usar las ultimas letras del alfabeto para
representar numeros desconocidos o incognitas.

Al comparar las ecuaciones del inciso c), es
muy importante que a los alumnos les quede
claro que toda ecuacion relaciona dos expresio-
nes cuyo valor es el mismo, en este caso 3x*y
108; ambas valen 108, y por ello se pueden rela-
cionar con el signo igual. Se seguira insistiendo
sobre esta idea mas adelante.

Observe lo que hacen enelinciso d). Es proba-
ble que algunos sigan usando el procedimiento
de ensayo y error, pero también se espera que
intenten simplificar la ecuacion al efectuar las
mismas operaciones en ambos miembros, como
lo hicieron con las ecuaciones lineales. Lo nue-
vO en este caso es el uso de la raiz cuadrada
como operacion inversa de elevar al cuadrado.
No se los diga, pueden seguir usando el ensayo
y error; al final de la sesidon podran ver la expli-
cacion. Es necesario que verifiquen que en este
caso las dos raices de la ecuacion son solucion
del problema porque 3(6)?= 108y 3(-6)% = 108.

En el inciso a) de la actividad 2, observe si
los alumnos identifican las dos expresiones que
representan el area del circulo. Una de ellas es
la formula: zr?, que en este caso puede escribir-
se: 3.14r%, la otra es el drea conocida, 153.86 cm?,
de manera que la ecuacion es 3.14r> = 153.86.

En contraste con el problema de la actividad 1,
se pretende que los alumnos puedan determinar
por si mismos que, en éste, solo la raiz positiva
es solucion del problema, puesto que se trata de
una medida de longitud.

En la actividad 1 de la sesion 2, nuevamente se
retoma la idea de relacionar dos expresiones que
tienen el mismo valor para formular la ecuacion.
En este caso, uno de los valores es la suma de
las areas de los dos cuadrados (2x2), y el otro es
el area del rectangulo (6x). Conviene hacer notar
que en este caso ambos valores se desconocen
porque no se sabe el valor de x.

En el inciso d) de la actividad 1, se espera que
por ensayo y error encuentren el nimero que sa-
tisface la ecuacion. En seguida, en el inciso e),
verifiqguen si el numero encontrado cumple con
las condiciones del problema.

La actividad 2 contiene dos aspectos que son
fundamentales en lo que resta de la secuencia.
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El primero se refiere a la factorizacion de expre-
siones algebraicas, en este caso la factorizacion
del primer miembro de la ecuacion 2x? — 6x = 0.
Se trata de encontrar un término que sea fac-
tor comun de 2x? y de 6x, usando la misma idea
que los alumnos ya tienen de factor comun: esto
es, el numero que divide exactamente a dos o
mas numeros y, en este caso, se trata de buscar
la expresion que divide exactamente a dos o mas
expresiones algebraicas. ;Qué expresion divi-
de exactamente a 2x*y a 6x? La respuesta podria
ser2, porque 2 2 x2 y 62X 3x. También podria ser
X, porque 2; 2xy 6X = 6. También podria ser 2x,
porque 22% X, Y g =3, ;cual de los tres facto-
res conviene tomar7 El que permite simplificar
mas la expresion, lo que los alumnos conocen
como mayor factor comun o maximo comun
divisor (MCD). De manera que la mejor forma
de factorizar la ecuacion es 2x(x — 3) = 0. El
primer factor (2x) es el mayor factor comun, y
el segundo factor (x — 3) es el binomio formado
por los cocientes de dividir cada término entre
el mayor factor comun.

El segundo aspecto se refiere a la propiedad
del producto cero, segun la cual, si el produc-
to de los dos factores es cero, por lo menos uno
de ellos debe ser igual a cero. Esta propiedad
es la que permite resolver ecuaciones de este
tipo una vez que estan factorizadas. Si supone-
mos que el primer factor es igual a cero, obte-
nemos la ecuacion 2x = 0, en la que el valor de
x es 0y ésta es la primera raiz de la ecuacion
cuadratica. Si suponemos que el segundo factor
esigual a cero, obtenemos la ecuacion x — 3 =0,
por lo que x = 3y ésta es la segunda raiz de la
ecuacion cuadratica.

En elinciso c¢) de la actividad 4 es posible que
surjan ecuaciones equivalentes. Por ejemplo,
x(x —5) =0y 2x (x = 5) = 0. Ambas ecuaciones
tienen como raices 0 y 5, por lo que son ecua-
ciones equivalentes.

En la actividad 1 de la sesion 3, se espera
que los alumnos logren formular la ecuacion
X(x + 1) = 182. Esta ecuacion les permitira en-
contrar, por ensayo y error, dos niUmeros conse-
cutivos positivos que multiplicados dan 182. Sin
embargo, hay otros dos numeros consecuti-
vOs negativos cuyo producto es 182. Para que
los alumnos sepan como encontrarlos, en la ac-
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tividad 2 se desarrolla y explica el procedimiento
para resolver, por el método de factorizacion, la
ecuacion, x> + x — 182 = 0, que es equivalente a
la que se formula en la actividad 1.

Es probable que, ademas de la explicacion
que hay en el libro del alumno, en las actividades
2 y 3 sea necesario agregar otros ejemplos para
resolver las dudas que surjan. Por ejemplo, les
puede proponer x(x + 7) = —12 cuyas raices son
-4y -3

Analice con los alumnos la actividad 4 y ayu-
delos a entender que los dos numeros buscados
pueden ser: dos positivos, dos negativos, o uno
positivo y otro negativo, en funcion de los signos
que tengan los términos de la ecuacion.

Si algunos alumnos tienen dificultad para re-
solver las ecuaciones y no se les ocurre hacer
las multiplicaciones de la segunda columna para
encontrar a qué expresion son equivalentes, su-
giéralo usted.

Uno de los propdsitos de la actividad 1 de la
sesion 4 es mostrar a los alumnos que una mis-
Mma ecuacion, en este caso x(x + 7) = 294 o bien
x(x — 7) = 294, puede servir para resolver dife-
rentes problemas, ademas de fortalecer las ideas
que se han venido trabajando en las sesiones
anteriores, como que, en ciertos casos, solo una
de las raices es solucion del problema.

Con base en lo que se ha estudiado, observe,
en la actividad 3, si los alumnos son capaces de
identificar las raices de la ecuacion en la forma
factorizada, y de expresar ésta en la forma cano-
nicax?+ 6x + 9 = 0. En elinciso d) de la actividad
3 se pretende que los alumnos puedan explicar
que las raices de una ecuacion cuadratica, cuan-
do se presenta factorizada, son los opuestos de
los términos no comunes de los factores. En
la tabla de la actividad 4 se vera si los alumnos
son capaces de transitar de la ecuacion cuadra-
tica en su forma canodnica, x> + bx + ¢ = 0, a las
raices de la ecuacion, pasando por la forma fac-
torizada, asi como de recorrer el camino inverso,
ir de las raices a la forma candnica, pasando por
la forma factorizada.

En la actividad 5 se analiza el caso especial del
trinomio cuadrado perfecto, cuyafactorizaciones
un binomio elevado al cuadrado, y la solucidn una
raiz doble o dos raices iguales, aunque suele
decirse que tienen una solucion doble. Al pasar
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de la forma factorizada a la candnica, es conve-
niente que los alumnos efectuen el producto en
vez de memorizar la regla que facilmente se olvida.

En el inciso b) de la actividad 7 observe si los
alumnos logran pensar que si la condicion es
gque la ecuacion tenga una solucion, debe ser un
trinomio cuadrado perfecto, y para que lo sea,
k debe valer el doble de la raiz cuadrada de 16
multiplicada por 1, es decir, 2 X 4 x 1 = 8. Para el
inciso c), probando con algunos casos particu-
lares, algunos alumnos encontraran, por ejem-
plo, que k debe valer 10, pues dos numeros que
sumados dan 10, y multiplicados dan 16, son 8
y 2,y las raices serian -8 y —2. Es poco proba-
ble, pero podria suceder, que algunos alumnos
dieran una respuesta mas general: “El valor de k
debe ser mayor que 8". De aqui podrian concluir
que en el inciso d) el valor de k debe ser me-
nor que 8. En la siguiente secuencia sobre ecua-
ciones cuadraticas podran justificar estas res-
puestas con ayuda del discriminante.

Al estudiar las ecuaciones de primer grado,
los alumnos observaron que la solucion de una
ecuacion se puede ver en la grafica de la funcion
de la que se obtiene, como la abscisa del pun-
to donde la recta corta al eje X. Dicho de otra
manera, es la abscisa del punto en el que la or-
denada vale cero.

La actividad 1 de la sesion 5 retoma estas ideas
para las ecuaciones cuadraticas. En este caso, se
tiene una curva (parabola) en vez de una recta, y
la grafica corresponde a una funcion cuadratica.
Las raices de la ecuacion cuadratica asociada a
la funcion son las abscisas de los puntos don-
de la curva corta al gje X, es decir, las abscisas de
los puntos donde la ordenada vale cero. Una vez
que los alumnos logren identificar las raices, lo
demas es algo ya hecho en otras actividades de
esta secuencia.

Observe si logran apreciar en la actividad 2
que todas las graficas tienen una raiz igual a cero
y otra distinta de cero, esto puede llevarlos a
pensar que se trata de ecuaciones incompletas
de la forma ax? + bx = 0. Es interesante ver como
los alumnos resuelven la tabla de la actividad 3,
donde se espera que comiencen por identificar
las raices y, con base en éstas, completen lo de-
mas. SOlo hay una grafica que no corta al gje X,
por lo tanto no tiene raices en los numeros en-
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2. Con base en la gréafica que se muestra, completen la ta@

Color Ecuacion Ecuacion
factorizada desarrollada

Azul

X +2x=0

teros o racionales. Si lo cree conveniente, puede
decirles que la ecuaciones x> + 8 = 0, que es una
ecuacion incompleta de la forma ax®+ ¢ = 0, que
no tiene solucion.

Para responder la actividad 3, inciso b), ob-
serven que la grafica g solo toca al eje X en un
punto, lo que significa que solo tiene una raiz, o
bien, una raiz doble.

Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se va
logrando la intencion didactica que aparece en
la ficha descriptiva, es necesario hacer un regis-
tro para cerciorarse de que los alumnos realizan
lo siguiente:

Resolver ecuaciones de laformaax?+c =0,y
de utilizarlas al resolver problemas.

Resolver ecuaciones de la forma ax? + bx = 0,
y de utilizarlas al resolver problemas.

Resolver problemas que implican usar ecua-
ciones de la forma ax? + bx + ¢ = 0.

Formular ecuaciones cuadraticas a partir de
sus raices.

Formular ecuaciones cuadraticas a partir de
su representacion grafica.

¢Coémo apoyar?

Deténgase el tiempo que sea necesario en el es-
tudio de las ecuaciones incompletas, con el fin
de que los alumnos vayan comprendiendo lo
que hacen; esto les dara confianza para avan-
zar. Por ejemplo, puede proponer el siguien-
te problema, que se modela con una ecuacion
cuadratica: "Se tienen dos cuadrados iguales, de
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area x? cada uno. La suma de las areas de estos
dos cuadrados es igual a un rectangulo de area
6x. ¢Cuanto mide el lado del cuadrado?”.

A fin de lograr una mayor comprension, pue-
de proponerles que dibujen y recorten las figu-
ras para sobreponer los dos cuadrados iguales
sobre el rectangulo. Los alumnos deberan en-
contrar que los dos cuadrados iguales cubren
exactamente el rectangulo, con lo que podran
observar que la medida del lado de cada cua-
drado debe ser igual que la medida de la altura
del rectangulo, y que los datos conocidos co-
rresponden al area de las tres figuras. Entonces
se puede comprender mejor por qué la ecuacion
que modela la situacion es x? + x2 = 6x. De este
modo, puede proponer a los alumnos que, aun
cuando tengan dificultades, representen la situa-
cion de la actividad 3 de la sesion 2, ya que decir:
“Cuatro veces el cuadrado de un numero es igual
a ocho veces el mismo numero. ;De qué nume-
ro se trata?”, es equivalente a: “Cuatro cuadrados
iguales de area x2 cada uno y la suma de las areas
de esos cuadrados es igual a un rectangulo de
area 8x. ;Cuanto mide el lado del cuadrado?”. La
representacion grafica es:

I e I

La ecuacion cuadratica que modela la situacion
es: x° + x> + x>+ x? = 8x.
Simplificando:
4x?> — 8x
4x(x = 2)

0
0

Luego, si4x = 0, se tiene que x = 0, si (x — 2)
entonces x = 2.

¢Como extender?

Si los alumnos resuelven un problema sin difi-
cultad, pidales que formulen un problema similar
para que todo el grupo lo resuelva. Un ejemplo
es la manera como se propone en la seccion
“:Como apoyar?” para transformar un problema
en otro equivalente. Esimportante que no sélo en
esta secuenciay este tema se proponga este tipo
de actividades, porque son acciones que pro-
mueven que los alumnos desarrollen habilidades
para plantear y resolver problemas.
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Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Patrones, figuras geométricas y expresiones equivalentes

Aprendizaje esperado

Diferencia las expresiones algebraicas de las funciones y de las ecuaciones.

Intencioén didactica

Que los alumnos resuelvan problemas que impliquen el uso de funciones cuadraticas
y las ecuaciones asociadas a ellas para distinguirlas y diferenciarlas.

Audiovisual
Re':cursos’a_udiovisuales « ;Funcién o ecuacion?
e informaticos para el L
alumno Informatico

e ;Funcion o ecuacion?

Materiales de apoyo Recurso audiovisual

para el maestro

» Diferencias entre funcion y ecuacion

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Reconozcan lasolucion de unaecua-
cion lineal y las soluciones de una ecuacion
cuadratica como el valor de la abscisa del pun-
to donde la grafica correspondiente a la rela-
cion lineal o cuadratica interseca al gje X.

e Sesion 2. Comparen el comportamiento de las
graficas de funciones lineales y cuadraticas.

e Sesion 3. Analicen el comportamiento de las
graficas de las funcionesy = x?yy =x2+cCy
determinen la manera en que a cada una de
estas funciones se le asocia una ecuacion.

e Sesion 4. Reconozcan las soluciones de las
ecuaciones cuadraticas asociadas a funciones
de la forma y = ax? + bx y las resuelvan alge-
braicamente.

Acerca de...

En la secuencia 4 la atencion se centra en el uso
de procedimientos de ensayoy error; en la 13, en
procedimientos algebraicos para encontrar las
raices de ecuaciones linealesy cuadraticas, mien-
tras que en esta secuencia se analiza la relacion

entre el concepto de ecuacion y el de funcio-
nes lineales y cuadraticas (secuencias 5y 13), sin
dejar de lado el uso de los procedimientos alge-
braicos estudiados en las secuencias 3y 11. Este
analisis ofrece a los alumnos un referente visual
sobre la naturaleza y el numero de soluciones de
dichas ecuaciones.

Para facilitar la comprension de las relaciones
entre los conceptos de funcion y ecuacion se eli-
gieron contextos de medicion como perimetro
y area de superficies cuadradas, rectangulares y
circulares, y volumenes de prismas rectangula-
res. En cada caso, los alumnos deben analizar con
cuidado la situacion que se plantea. Por ejem-
plo, para representar algebraicamente el area de
una chinampa rectangular, ademas de entender
el significado y uso de la variable x, deben consi-
derar el conjunto de valores que ésta puede tener
para que tanto la medida del ancho de la chinam-
pa como su area resulten valores positivos.

En esta secuencia, los alumnos contrastan
la forma en que crecen las funciones lineales y
cuadraticas, hecho que pueden visualizar en las
graficas correspondientes; ademas, revisan la
nocion de expresiones algebraicas equivalentes
tanto en expresiones que representan funcio-
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nes como en las que son ecuaciones, por ejem-
plo, la funcion y = x> — 5x es equivalente a
y =x(x-5).

En general, en esta secuencia se analizan fun-
cionesdelaformay =x%y=x>+cyy =ax®+ bx,
a las cuales se asocian las ecuaciones cuadra-
ticas incompletas x> = 0, x>+ ¢ = 0, y ax’+ bx =
0, respectivamente. Las soluciones de las ecua-
ciones de esta forma se encuentran algebraica-
mente y se visualizan en las graficas de las fun-
ciones correspondientes.

Sobre las ideas de los alumnos

Para los alumnos, ;qué representan las literales
en las siguientes expresiones?

- 16x
x*+16x=0
X*+1léx=y

Muchos alumnos pueden interpretar la prime-
ra expresion como una ecuacion mal planteada
y, por lo tanto, no se puede resolver. Esto mues-
tra que, por un lado, tienen dificultad para in-
terpretar la literal involucrada como un numero
general y, por otro, una tendencia a ver la literal
como incodgnita, como un unico valor que hay
que determinar.

En cuanto a la segunda expresion, lo que
muchos hacen para resolverla es proceder por
ensayo y error y, en ocasiones, al resolver un
problema asignan a la misma literal distintos va-
lores, de modo que la suma del lado izquierdo
dé como resultado el numero de la derecha.
Esto muestra una confusion muy comun entre
los alumnos, quiza porque se les ha ensefiado
que en algebra las letras representan ndmeros,
pero no se ha enfatizado que, cuando se define
una literal para representar una medida o cual-
quier otro valor, ya no se puede utilizar esa literal
en ese problema para representar otra medida
u otro valor distinto.

En cuanto a la tercera expresion, muchos
alumnos comentan: “No se puede resolver por-
gue notiene un resultado numeérico” o “Es el resul-
tado de una suma, pero no sabemos de qué
suma se trata”.
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En cursos anteriores, los alumnos manipula-
ron ecuaciones con incognitas en los dos miem-
bros, como 3x + 12 = 2x + 3, y las resolvieron
con procedimientos basados en las propiedades
de la igualdad. Entre las ecuaciones que ahora
se les presentan, la mas parecida a las conocidas
en cuanto a procedimientos de resolucion es del
tipo x?2 — 9 = 0 que se puede resolver con el uso
de las propiedades de laigualdad: x? = 9, x = + V9,
X = +3. La transicion al estudio de las ecuaciones
cuadraticas que generalmente se igualan a cero,
y que esas ecuaciones tengan dos soluciones,
no deja de ser extrafio para los alumnos.

Ocurre con frecuencia que el signo + aparece
como por arte de magia sin tener idea de donde
surge. Esto provoca en muchos alumnos la falsa
idea de que las matematicas se comportan de
modo raro y que es dificil comprender ese com-
portamiento. Ante ello, es necesario recordar lo
estudiado en segundo grado acerca de que una
raiz cuadrada tiene dos resultados, uno positivo
y Uuno negativo, pues al elevarlos al cuadrado se
obtiene el radicando:

V16 = +4, ya que, (4)(4) = 16 y (-4)(-
¢Cémo guio el proceso?

Con el objetivo de ubicar a los alumnos en
el tema de la variacion, lea con ellos la sec-
cion “Para empezar” y pregunte qué tipo de re-
lacion se puede establecer entre las variables
dadas por el numero de hojas de un libro y su
numero de paginas, o entre el numero de kilo-
gramos de un producto y su precio. Enseguida,
haga que examinen la variacion que se mani-
fiesta en el area de una chinampa cuadrada al
asignar diversos valores a la variable. Trate de
que su intervencion lleve a los alumnos a enu-
merar algunas caracteristicas que diferencian
a estos tipos de variacion. Por ejemplo, en las
primeras, los cambios de las variables se dan en
intervalos iguales; se trata de un caso particular
de variacion lineal, son relaciones de propor-
cionalidad directa. En contraste, en la segunda
situacion, a intervalos iguales de la variable in-
dependiente no corresponden intervalos igua-
les en la variable dependiente; se trata de una
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relacion funcional de tipo cuadratico
cuyo analisis se realiza en la actividad 1
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Tabla de valores de la circunferencia
y area del circulo en funcion del radio

de la seccion “Manos a la obra”. Circulo A B C D E F

Para una mejor comprension de la si- ren

2 N 1 2 3 4 5 6

tuacion que se propone en la actividad cm
1, conviene reproducir en el pizarron la v
imagen de la chinampa de modo que émen 6.2832 | 12.5664 | 18.8496 | 25.1328 | 31416 | 37.6992
se distinga la parte cultivable y las me-
didas de sus lados: x y x — 2. Por la for- Agr):;” 31416 | 12.5664 | 28.2744 | 50.2656 | 78.54 | 113.0971
mula del area del rectangulo, se tiene

que la expresion algebraica del area es
y =x(x — 2), o bien, y = x> — 2x. La tabla de valo-
res que representa la variacion del area es:

dad 5 puede aprovecharla para que los alumnos
observen algunas diferencias entre las funciones
lineales y las cuadraticas, y también respecto

Lado

Area
cultivada

y =x%>-2x 3 0

1.25

a las ecuaciones asociadas a ellas.

3 134 Por ejemplo, la funcion cuadra-
tica A(r) = zr?> crece mas rapida-

ks 55 | mente que la lineal o de propor-
? cionalidad directa C(r) = 2ar; en

Al trazar la grafica correspondiente a esta fun-
cion, explique a los alumnos que la parte positiva
del eje X representa las diversas medidas del lado
de la parte cultivada de la chinampa, y la parte
positiva del eje Y representa el area correspon-
diente. Por lo tanto, la parte de la parabola que
tiene sentido para la situacion que se analiza es
la que se halla en el primer cuadrante, sin con-
siderar el origen, ya que ni los lados ni el area
del rectangulo pueden tener valores negativos o
cero. Consecuentemente, el punto mas bajo de
la paradbola (el vértice) de coordenadas (1, —1) no
tiene sentido para la situacion porque el valor -1
para el area es negativo.

En cuanto a la situacion que plantea la activi-
dad 2, oriente la reflexion de los alumnos hacia el
hecho de que las magnitudes que varian en este
caso son la altura o el nivel que alcanza el agua
en la alberca (x) y, consecuentemente, el volu-
men del agua (y). Se trata aqui de una funcion
de proporcionalidad directa, puesto que, por
cada unidad de medida de la altura, el volumen
en que aumenta el agua es el mismo. La expre-
sion algebraica de esta funcion es, por tanto,
de primer grado, es una funcion lineal y = 25x
y la ecuacion asociada es 25x = 0.

En la sesion 2 se proponen actividades simi-
lares a las de la sesion 1, pero ahora referidas al
circuloy a la circunferencia. La tabla de la activi-

la ultima, por cada centimetro que
aumenta el radio, la circunferencia aumenta
6.2832 cm, es decir, el aumento es constante
debido al factor 2z en la funcion. Esta diferen-
cia en el crecimiento se refleja en las graficas
correspondientes. Es importante destacar que
esta diferencia no se observa en las graficas
que presenta el libro de texto porque los valo-
res que se asignan al radio son menores de 5
cm, por lo tanto, conviene verificar esto trazan-
do las graficas para radios mayores de 5 cm.

La actividad 6, inciso f), se responde al resol-
ver una ecuacion cuadratica: “;Existe un circu-
lo que tenga un area de 5 cm??”; ";A qué punto
o puntos de la parabola corresponden?”. Pues-
to que las variables involucradas son la medida
del radio y el area, y esta ultima ya se conoce
(5 cm?), con la ecuacién 3.1416 r> = 5 se puede
calcular la medida del radio: 1.26 cm. Asi pues,
el punto de la parabola pedido tiene por coor-
denadas (1.26, 5), punto que puede ubicarse vi-
sualmente en la grafica que se presenta en el
libro.

En el inciso g) es importante que comente a
los alumnos que no se espera que obtengan los
resultados directamente por medio de operacio-
nes en la calculadora, sino que aprecien que las
dos expresiones escogidas como respuesta son
equivalentes debido a la propiedad asociativa y
conmutativa de la multiplicacion.
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En la actividad 8 se espera que puedan darse
cuenta de que la grafica del area de la parabola
se corresponde con los valores de la tabla; asi-
mismo, que encuentren el valor del vértice de
la misma forma en que lo hicieron en el inciso
f). En la actividad 9, en cambio, se busca que
puedan establecer la relacion entre el compor-
tamiento del area y la circunferencia conforme
crece el radio.

En la sesion 3 se analiza el comportamiento de
las graficas de las funciones de la forma y = x? y
y =x2+ cylamanera en que a cada una de estas
funciones cuadraticas se le asocia una ecuacion.
Un punto importante sobre el comportamiento
de estas graficas es que son exactamente igua-
les, y lo Unico que cambia es su ubicacion en
el plano cartesiano. Por ejemplo, el vértice de
la pardbola y = x? estd en el origen del plano y
abre hacia arriba; si esta parabola se desplaza 5
unidades hacia arriba, su expresion algebraica es
y =x%+ 5, pero si lo hace 5 unidades hacia aba-
jo, su expresion algebraica es y = x> — 5. Las
ecuaciones asociadas son x?=0, x>+ 5=0,y

-5 =0, respectivamente. La solucion de la pri-
mera ecuacion es x 0 porque la parabola
y = x?toca al eje X en el punto en que la absci-
sa es 0; la segunda no tiene solucion en los nu-
meros racionales o irracionales, pues la parabola
¥ = X% — 2x no corta en ningun punto al eje X; por
ultimo, la tercera tiene dos soluciones, ya que la
pardbola y = x> — 5 corta al eje X en dos puntos,
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cuyas abscisas son V5 y —V5, y estos valores son
las soluciones de esa ecuacion.

En la sesion 4 se analiza el comportamiento
de las graficas de funciones cuadraticas de la
formay = ax® + bx y la manera en que a esta fun-
cion se le asocia una ecuacion. Un punto impor-
tante sobre el comportamiento de estas graficas
es que cortan al eje X en el origen del plano car-
tesiano. La razon es que al factorizar la expresion
ax?> + bx e igualarla a cero se obtiene la ecua-
cion asociada x(ax + b) = 0. Se sabe que si el pro-
ducto de dos factores es cero, al menos uno de
ellos tiene que ser cero. De modo que, si el factor
X es cero, la grafica debe cortar al eje X en el ori-
gen del plano cartesiano. El otro punto en que la
grafica corta al eje X se obtiene despejando x de
la ecuacion ax + b = 0. Por ejemplo, la ecuacion
asociada a la funcion y = x? + 2x es x> + 2x = 0,
que es equivalente a x(x + 2) = 0. Aligualar a cero
el primer factor, se obtiene la primera solucion
x,= 0; y al igualar a cero el segundo factor, se
obtiene x + 2 = 0, por lo tanto, la segunda solu-
cion es x, = —2. Esto significa que la grafica de la
funcion corta al eje X en dos puntos cuyas abs-
cisasson Oy —-2.

Una manera en que puede conducir la refle-
xion y la realizacion de la actividad 3 en el gru-
po consiste en presentar la tabla como ahora se
indica. De esta manera, los alumnos asociaran
cada grafica con la funcion correspondiente a
partir de los puntos en que ésta corta al eje X.

2. Hagan la gréfica de y = x?

— 4 en el plano cartesiano en el que ya estd dibujada la )

grafica de y = x? y describan en qué se parecen y en qué son diferentes. ‘

X -3 -2

2

25

— x2 9 L2

V 4
9

=x—4 =
y=x 5 2

a) Completen la tabla de las funciones descritas en las actividades 1y 2.

Tabla de valores de las funciones y = x* yy = x*— 4

5
0 1 5 3
0 1 25 9
4
9
_ = 5
4 -3 1
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Funcion Fu‘ncio'n Ecua;io’n
equivalente asociada
y = x> - 3x y = x(x = 3) xx-3) =0 x, =0, x=3
y=2¢+x y = x(2x+1) x(2x+1) =0 x, =0, X=-=
y = x>+ 2x y = x(x+2) xx+2) =0 x,=0 x=-2
y =x>-2x y = x(x=2) xx=-2) =0 x,=0, x,=2

Pautas para la evaluacién

Con el fin de verificar en qué medida se logra

la intencion didactica que aparece en la fi-

cha descriptiva, es necesario hacer un registro

para cerciorarse de que los alumnos realizan o

siguiente:

¢ Distinguen claramente entre una funcionyuna
ecuacion.

* Reconocen el significado de las literales invo-
lucradas en una ecuacion y en una funcion.

¢ Resuelven algebraicamente ecuaciones cua-
draticas incompletas.

¢ Representangraficamente situaciones queim-
plican funciones lineales y cuadraticas.

» |dentifican las soluciones de ecuaciones cua-
draticas a partir de la representacion grafica
de la funcion de la que se obtienen.

¢ Diferencianlasolucion delaecuaciondelaso-
lucion del problema.

¢Coémo apoyar?

Proponga, si es necesario, situaciones proble-

maticas adicionales que impliquen la represen-

tacion algebraica de funciones cuadraticas. Por

ejemplo: “Traza la grafica de la funcion
y=x2+2x-15"

¢En qué puntos corta la grafica de esta fun-

cion al eje X?

¢Como identificas las soluciones de la ecua-

cion asociada a esa funcion en la grafica co-

rrespondiente?

a)

b)

¢Como extender?

Si observa que los alumnos resuelven con faci-
lidad algun problema, pidales que ellos inventen
uno nuevo para que todo el grupo lo resuelva.

Si los alumnos no tienen dificultades para
realizar la actividad 2 de la sesion 3, que consis-
te en hacer la graficadey = x> — 4 en el plano
cartesiano en el que ya esta dibujada la grafica
de y = x? pida entonces que elaboren las gra-
ficas de las funciones y = x> + 4, y = x>- 2y
y = x? + 2, para que describan lo que ocurre
tanto en las graficas de las funciones como en
los puntos donde cortan al eje X en cada caso.

Andlisisgraficode y=x*y y =x+¢

muestra es la representacion gréfica de la funcion y = x2.
y=x
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1. Trabajen en equipo. Contesten las preguntas que se les plantean. La parabola que se
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Poligonos semejantes 2

(LT, Vol. 11, pags. 60-69)

Tiempo de realizacion

5 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema

Figuras y cuerpos geomeétricos

Aprendizaje esperado

Construye poligonos semejantes. Determina y usa criterios de semejanza de
triangulos.

Intencion didactica

Que los alumnos analicen y comparen los triangulos para construir los criterios de
semejanza.

Audiovisuales

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

e Lados y dngulos correspondientes
o Criterios de semejanza

o Criterios de semejanza

) Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

e Acerca de los criterios de semejanza
* Aspectos didacticos de la ensefianza de los poligonos semejantes

¢Qué busco?

Que los alumnos:

Sesion 1. Construyan triangulos semejantes
dada una razon de semejanza. Ademas, iden-
tifiquen los lados y angulos correspondientes
para determinar la razon de semejanza entre
dos o mas triangulos.

Sesion 2. Analicen las condiciones que son
necesarias para establecer que dos triangu-
los son semejantes por el criterio angulo,
angulo (AA).

Sesion 3. Analicen y comparen triangulos
para determinar el criterio de semejanza lado,
lado, lado (LLL).

Sesion 4. Identifiquen las caracteristicas que
tienen en comun los triangulos para determi-
nar su semejanza por el criterio lado, angulo,
lado (LAL).

Sesion 5. Resuelvan problemas que implican
la aplicacion de alguno de los criterios de se-
mejanza de triangulos y la nocion de razon
de semejanza.

Acerca de...

La semejanza de triangulos permite usar conoci-
mientos estudiados en grados anteriores acerca de
la proporcionalidad y el concepto de constante de
proporcionalidad que les ayudara a comprender la
razon de semejanza, asi como a valorar la precision
y destreza al medir y trazar figuras geomeétricas.
También favorece la formulacion de conjeturas y
argumentos, asi como el uso de procedimientos
novedosos. Por otro lado, la determinacion y el
estudio de los criterios de semejanza brindaran a
los alumnos herramientas poderosas para resolver
problemas de medicion y justificar sus resultados.
Esta secuencia se vincula directamente con la
secuencia 16, “Razones trigonomeétricas 2", y con la
secuencia 17, “Teorema de Pitagoras 2", y se apoya
en lo aprendido en la secuencia 6, "Poligonos se-
mejantes 1", del bloque 1. Otras herramientas que
les dan mas elementos para argumentar y justificar
alguno de los criterios de semejanza son los crite-
rios de existencia y unicidad en la construccion de
tridngulos, y que la suma de las medidas de

S

1§



LA

&

¥

>

A4 Ol

94 *

Del

N4

i@
KTV KL
STE UEE o

&

2
@%
{
@%Egﬁ

e
O
X B

los angulos internos de un triangulo siempre
es 180°.

Sobre las ideas de los alumnos

Entre las ideas y los problemas que los alum-
nos tienen con el estudio de la semejanza es
que no la identifican cuando la medida de los la-
dos de una figura no es multiplo de la otra, o
bien, porque en lugar de usar una relacion de
tipo multiplicativo se utiliza una de tipo aditivo.

Otra dificultad radica en formular y comunicar
argumentos basados en los conocimientos ma-
tematicos que ya tienen. Algunos alumnos utili-
zan como justificacion decir que dos triangulos
son semejantes porque asi lo parecen. En caso
de identificar esta situacion u otra similar, debe
apoyarlos para que apliquen la definicion de lo
que estudiaron acerca de dos poligonos seme-
jantes —lo son cuando sus lados correspon-
dientes son proporcionales y sus angulos co-
rrespondientes son iguales—, y aprovechar para
vincularlo a lo que saben de proporcionalidad.

¢ Qué material se necesita?

Para apoyar a los alumnos en la comprension
de algunos problemas en las actividades de esta
secuencia, se pueden usar pliegos de papel bond
cuadriculado. También es necesario contar con
un juego de geometria y tijeras. Prevea varios jue-
gos de tangram para hacer algunas actividades
que se sugieren en la seccion “Como extender”.

@y

&F

¢Coémo guio el proceso?

Lea y comente con los alumnos la seccion “Para
empezar’. Ponga atencion a las nociones que
tienen de la semejanza de poligonos y la ra-
zoén de semejanza (o escala). Analicen la imagen
para identificar primero los triangulos que la
conforman, luego exploren y conjeturen cuales
son semejantes (o congruentes), y al final justifi-
quen por qué lo afirman. Esto le permitira detec-
tar nociones que los alumnos no tengan claras
sobre la semejanza de poligonos, las propieda-
des de los tridangulos o la formalidad con que los
alumnos justifican sus conjeturas. No olvide vol-
ver a esta imagen al finalizar la secuencia, para
que los alumnos contrasten lo que sabian con
lo que lograron aprender.

En el desarrollo de la secuencia se proponen
actividades para que los alumnos tracen trian-
gulos y exploren y comparen sus elementos, ca-
racteristicas y propiedades, ya sea como conse-
cuencia de la informacion que se proporciona o
porqgue ellos encuentren nuevos elementos, ca-
racteristicas y propiedades que tengan en comun
los triangulos semejantes, a fin de determinar y
usar los tres criterios de semejanza. Ademas, de-
ben saber usar la razon de semejanza para cons-
truir o comparar los triangulos. Considere que la
razon de semejanza sera el elemento principal
para verificar si dos triangulos son semejantes o
no, mientras no se establezcan los criterios de
semejanza.

En la actividad 1 de la sesion 1, observe si los
alumnos usan como unidad de medida uno de
los cuadritos de la reticula y si también lo usan
para trazar las figuras. Es importante que que-
de clara la nocion de razon de semejanza. Si lo
considera necesario, después de que las parejas
discutan y hagan sus primeros intentos, propon-
ga una discusion plenaria o con los equipos que
tengan problemas para comprender que la ra-
zon de semejanza 3 a 1 con respecto a otro es
equivalente a decir que los lados de la segun-
da figura miden el triple que los de la primera; o
bien, que estd en escala 3 a 1. Asimismo, discu-
tan qué significa que la razon de semejanza sea
% o la mitad. Puede responder algunas preguntas
de la actividad 2 junto con el grupo y luego pedir
que regresen al trabajo en parejas.
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En la actividad 3 los alumnos no tienen que
medir lados ni angulos; se trata de comparar los
triangulos y establecer la relacion de correspon-
dencia entre los lados y angulos. Las tablas se
pueden, y deben, llenar con la informacion que
tienen los triangulos, pues todas las medidas de
los lados estan indicadas en la imagen. Para el
caso de los angulos, los datos necesarios apare-
cen en elinciso b). Aqui sélo usaran las razones
de semejanza e identificaran las parejas de lados
y angulos correspondientes. Para el inciso c) pro-
picie una lluvia de ideas acerca de la interpretacion
de los valores de las razones obtenidas, asi como de
por qué algunas son reciprocas o inversasy por
qué otras soniguales a 1; para esto es necesario
expresar las razones en su minima expresion,
como se muestra en la tabla adjunta.

Para obtener el criterio de semejanza AA en
las actividades 1, 2 y 3 de la sesion 2, se pre-
tende que, al trazar los triangulos, ya sean los
rectangulos isosceles de la actividad 1 o los es-
calenos de la actividad 2 con las mismas me-
didas de los angulos correspondientes y sin
importar la medida de los lados homodlogos
correspondientes, se obtengan triangulos se-
mejantes. Es importante considerar que debi-
do a los trazos (grosor de la punta del compas
o lapiz) y a la imprecision de los instrumen-
tos de medicion, puede haber diferencias en
las medidas obtenidas y que, al comparar, no
se consigan valores exactamente iguales. Si lo
considera conveniente, puede hacer una re-
flexion con los alumnos acerca de como se
toman previsiones en otras situaciones (in-

dustria, tecnologia, construccion), dados los
posibles errores en las mediciones. A fin de
obtener mayor informacién consulte: https://
www.uaeh.edu.mx/scige/boletin/prepa3/n7/
m4.html

Considere los margenes de error cuando
los alumnos den sus respuestas. Al final de la
actividad 3 es necesario recapitular para que
recuerden que fue suficiente que la medida de
los angulos fuese igual para trazar triangulos
semejantes. Compare este resultado con lo
que sabian de los poligonos (caso del rectan-
gulo y el cuadrado).

La tabla de la actividad 3d) es también una
oportunidad para comparar las razones de se-
mejanza entre dos tridangulos (la razon vista del
primero respecto al segundo, y del segundo
respecto al primero), con lo que veran también
que las razones son inversas O reciprocas.

Si no surge como parte de la argumenta-
cion de los alumnos la propiedad de la suma
de los angulos interiores de un triangulo
(180°), es conveniente que usted les ayude
a recordarlo, ya sea al final de la sesion, o
bien, en la actividad 5.

En la sesion 3 los alumnos deberdn con-
cluir que si dos tridngulos tienen los lados
correspondientes proporcionales, entonces
los angulos correspondientes son iguales.
Recuerde a los alumnos que esto no suce-
dia con los poligonos de mas de 3 lados, por
ejemplo en la sesion 4 de la secuencia 6,
con el caso del cuadrado y un rombo con
angulos no rectos.
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La actividad 3 contiene una hipotesis acerca de
solo considerar la medida de dos de los lados
para determinar si los triangulos son semejan-
tes. Los alumnos tienen que responder si estan o
no de acuerdo con la afirmacion. Es importante
que les recuerde que no se trata solo de aven-
turar una respuesta afirmativa o negativa, sino
de pensar en los argumentos que respaldan la
respuesta. Seria conveniente que antes de seguir
con la actividad 4, les propusiera hacer un intercam-
bio de ideas acerca de esa hipotesis. Ademas, en
el desarrollo de la actividad 4 puede ver con sus
alumnos la relevancia de los contraejemplos en
las matematicas para desechar ciertas conjeturas.
Esto es, si se muestra un caso en que la afirma-
cion no se cumple, entonces no es verdadera la
conjetura y tampoco se puede generalizar. En
la sesion 4 se analiza el tercer criterio de seme-
janza (LAL), donde el énfasis esta en la necesidad
de dar la medida del angulo formado por dos la-
dos para saber si se cumple o no la semejanza
entre triangulos. Es probable que algun alumno
desde la sesion 3 se haya percatado de esto; si
asi fue, es conveniente recuperarlo para validarlo
con las actividades propuestas en esta sesion. El
envio de mensajes de la actividad 3 es una bue-
na oportunidad para identificar la informacion

necesaria y relevante para reconocer la condi-
cion que permite obtener triangulos semejan-
tes. En la actividad 4 se propone una puesta en
comun para formalizar el criterio lado, angulo,
lado (LAL). En esta sesion puede recordar los cri-
terios de unicidad en la construccion de triangu-
los y asociarlo a este resultado. Si tienen solo la
pareja de lados, aunque sean proporcionales a
los de otro triangulo, se pueden construir muchos
triangulos con diferentes medidas de angulos'y, por
lo tanto, no seran semejantes al original.

Las actividades de la sesion 5 permiten que los
alumnos pongan en practica lo aprendido y uti-
licen alguno de los criterios de semejanza para
justificar sus afirmaciones o resultados.

Pautas para la evaluacionformativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se
logra la intencion didactica de esta secuen-
cia, observe si los alumnos:

e Distinguen claramente cuales son los lados y
angulos correspondientes entre dos triangu-
los dados.

e Calculan la razon de semejanza entre los
lados de dos tridngulos semejantes.
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¢ Comprenden y utilizan el criterio de seme-
janza AA'y entienden por qué no es necesario
recurrir al tercer angulo para determinar que
dos triangulos son semejantes.

¢ Comprenden y utilizan el criterio de seme-
janza LLL y entienden por qué es suficiente
que se dé esta condicion para determinar que
dos triangulos son semejantes.

¢ Formalizan el criterio de semejanza LAL y
son capaces de explicar por qué esta infor-
macion es suficiente para sefalar que dos
tridngulos son semejantes.

¢Coémo apoyar?

Si observa que en la actividad 3 de la sesion 1 los
alumnos tienen dificultades para determinar los la-
dos y angulos correspondientes entre dos trian-
gulos, pida que los calquen o copien y recorten
para sobreponerlos y poder identificarlos. Esto
puede sugerirlo también en la actividad 2 de la
sesion 5.

También pida que entre los equipos o las pare-
jas comparen sus triangulos y obtengan las razo-
nes de semejanza.

En el caso de errores en la medicion, puede
recordar a sus alumnos que, en primer grado, en
la secuencia 36 de medidas de tendencia cen-
tral, estudiaron el caso del peso de un producto
enlatado del que se registraban las variaciones
al pesarlo para establecer el margen de acep-
tacion de un error. De este modo, sensibiliza a
los alumnos acerca de que las matematicas las
construyen los seres humanos y no son algo es-
tatico y establecido rigidamente.

¢Coémo extender?

Pregunte a sus alumnos si se puede afirmar que dos
triangulos son semejantes si tienen un lado y un an-
gulo correspondiente iguales. Solicite que justifiquen
sus respuestas y den argumentos o contragjemplos.
Una actividad que puede proponer implica
usar el tangram compuesto de 7 figuras (5 trian-
gulos, 1 cuadrado y 1 romboide). Si no cuenta
con el recurso en la escuela, se pueden imprimir
varios juegos desde la siguiente direccion elec-
tronica: https://www.edufichas.com/wp-content/
uploads/2019/03/tangram-imprimir-PDF.pdf
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Se pueden llevar a cabo varias actividades re-
lacionadas con la semejanza de poligonos y, en
particular, con la de triangulos. Por ejemplo, pedir
a los alumnos que justifiguen por qué los cinco
triangulos son semejantes entre siy que determinen
en qué basan su afirmacion. También puede solici-
tar que encuentren la razon de semejanza de uno
de los triangulos de menor area respecto al resto.
Después organice un concurso entre equipos. Pue-
de hacerse por etapas: primero muestre uno de
los triangulos del tangram y pida que encuentren
un triangulo semejante entre las piezas restantes;
luego pida que formen otro triangulo semejante
con dos piezas, con tres y después con cuatro.
Puede dar un punto a cada equipo que lo logre en
un tiempo dado. Al final, pida que construyan un
triangulo semejante con todas las piezas. Si tiene
poco tiempo, reduzca el juego y establezca que
gana el equipo que construya el triangulo seme-
jante con el mayor numero de piezas y justifique
por qué es semejante al que se indico. Pregunte:
“iSera posible construir triangulos semejantes al
original con cinco y seis piezas?”. Si nadie logra
hacer el triangulo con siete piezas, muéstreles al
final la solucion.

Si cuenta con los recursos adecuados, lleve a
cabo con los alumnos las actividades sugeridas
en los sitios de internet relacionadas con estos
contenidos.
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(LT, Vol. 11, pags. 70-77)

Tiempo de realizacion 5 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema

Figuras y cuerpos geométricos

Aprendizaje esperado

Resuelve problemas utilizando las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

Intencion didactica
triangulos rectangulos.

Que los alumnos construyan los conceptos de seno, coseno y tangente de un
angulo y calculen el valor de estas razones a partir de las medidas de los lados de

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

» A veces Pitagoras no es suficiente

o Cdlculo de razones trigonomeétricas a partir de triangulos rectangulos

Materiales de apoyo Recurso audiovisual

para el maestro

e Aspectos didacticos de la ensefianza de la trigonometria

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Analicen los valores de las razones
que se dan entre los lados de un tridngulo rec-
tangulo y los comparen con los valores co-
rrespondientes de otros triangulos rectangulos
semejantes.

e Sesion 2. Identifiguen los elementos que
conforman un tridangulo rectangulo para es-
tablecer las razones entre sus lados, compa-
ren estos cocientes con los de otros trian-
gulos semejantes e identifiquen los valores
constantes.

e Sesion 3. Establezcan y calculen las razones
seno, coseno y tangente de un angulo agudo a
partir de las medidas de los lados de un trian-
gulo rectangulo.

e Sesion 4. Analicen que el valor de las razones
seno, coseno y tangente depende de las me-
didas del angulo al que se refieren y no de la
medida de los lados que lo forman.

e Sesion 5. Calculen el valor de las razones
seno, coseno y tangente de algunos angulos
e inicien la resolucion de problemas que im-
plican el uso de razones trigonométricas.

Acerca de...

Si bien los alumnos iniciaron el estudio de la
trigonometria en la secuencia 7, "Razones tri-
gonomeétricas 1", del bloque 1, es importante
recordar que en aquella secuencia conocie-
ron situaciones que se modelan con un trian-
gulo rectangulo y que los angulos agudos re-
presentaban la inclinaciéon de una escalera o
la elevacion de un tanque y las resolvieron de
manera informal, sin establecer formalmente
las razones trigonomeétricas: seno, coseno y
tangente.

En esta secuencia los alumnos formalizaran
los nombres y las definiciones de esas razones.
Para conseqguirlo, se proponen actividades en
las que exploran algunas nociones importantes,
como los valores constantes de algunos co-
cientes debido a la relacion de semejanza que
hay entre las figuras, aunque los valores de las
medidas de los lados que forman los angulos o
triangulos involucrados cambien. Para que ob-
tengan esta nocion, en la sesion 1 se inicia el
estudio con un contexto real basado en el an-
gulo de inclinacion que debe tener una escalera
al recargarse en una pared.
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A partir de la sesion 2 se hace la abstraccion
de esto para trabajar en contextos puramen-
te matematicos (triangulos rectangulos). Este
transito entre lo concreto y lo abstracto se rea-
lizar gracias a los conocimientos adquiridos en
las secuencias 6 y 15 sobre poligonos semejan-
tes, donde determinaron la razon de semejanza
entre triangulos.

La nocion de que el valor de las razones trigo-
nomeétricas depende del valor del angulo y no de
las medidas de los lados del triangulo donde se
ubica es muy importante para establecer gene-
ralizaciones. Por ejemplo, el valor del coseno
de 45° siempre sera 0.7071, aproximadamen-
te, sin importar la longitud de los lados que lo
forman.

En las sesiones 4 y 5 se estudia esto con el fin
de que lo comprendan y aprendan.

Sobre las ideas de los alumnos

Como ya se dijo, es comun que los alumnos con-
sideren que los valores de las tres razones trigo-
nomeétricas que aqui se estudian (seno, coseno
y tangente) dependen de las medidas de los la-
dos del triangulo, y que en un triangulo seme-
jante a otro, pero con lados de longitudes ma-
yores, encontraran valores mayores para las
razones trigonométricas; por ejemplo, pue-
den creer que el valor del seno del angulo
marcado en el triangulo 1 es menor que el del
seno del angulo marcado en el triangulo 2.

Triangulo 1 Triangulo 2
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Es importante que los alumnos desechen esta
idea. Para lograrlo ayudaran las actividades que
realicen en esta secuencia y el concepto de se-
mejanza de triangulos.

¢Coémo guio el proceso?

La sesion 1 vincula la presente secuencia con lo
aprendido en la 7, "Razones trigonomeétricas 1".
Se trata de considerar un contexto real y mo-
delarlo con un objeto geométrico: un triangulo
rectangulo.

Para la actividad 1 de la sesion 1, los alumnos
tendran que argumentar si los triangulos son
semejantes. Se espera que usen argumentos
geometricos. Si un alumno menciona que son
semejantes “porque se ve’, es importante que lo
invite a dar argumentos basados en propiedades
geomeétricas y, de ser necesario, que consulte los
criterios de semejanza que estudiaron en la se-
cuencia 15. En este caso, un argumento valido

s: “Los triangulos son semejantes porque tie-
nen dos lados correspondientes proporcionales
y el angulo comprendido entre ellos es igual”;
otro argumento geométrico es: “Al ser triangulos
rectangulos con un angulo agudo igual, se de-
duce que el otro angulo mide lo mismo en am-
bos triangulos y, por lo tanto, son semejantes”.
Para encontrar los valores de las longitudes que
no se conocen, los alumnos deben calcular la
razon de semejanza que debiera existir entre el
triangulo A y los demas tridngulos, para lo cual
ayuda referirse al contexto que estan modelan-
do esos triangulos.

Por ejemplo, para encontrar la medida de la
altura que alcanza la escalera D en la pared al
quedar las zancas a una distancia de 1.96 m, se
plantea la razon de semejanza que hay con la co-
rrespondiente distancia a la que se encuentran la
escalera A de la pared, 1.12 m, y se obtiene:

196 x
112 166
175=_"_

166

x=175%x1.66=2.905m
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Una vez calculada la razon de semejan-
za que hay entre los triangulos A 'y D (1.75), es
posible obtener la medida de la longitud de la
escalera D, 3.5 m (porque 126_X de donde
x=175%x2=35m) L2

Y de manera similar se obtienen las medidas
de las otras longitudes.

La parte medular de la sesion se encuentra en
los cocientes que los alumnos anotaran en la ta-
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bla. Calcularan el seno, coseno y tangente del
angulo de 56° aunque aun no se introducen sus
nombres. En la puesta en comun enfatice que los
cocientes que calcularon son constantes porque
siempre se tienen los mismos valores, a pesar de
que se calculan en triangulos con diferentes me-
didas. Esta idea se reforzara continuamente y se
formalizara en la sesion 4. Vea la siguiente tabla
donde se aprecia lo sefialado.

Situacion
A B C D
Longitud de la escalera (en m) 2 2.5 3 3.5
Distancia de la escalera a la pared (en m) 112 14 168 1.96
Altura que alcanza la escalera en la pared (en m) 1.66 2.075 249 2.905
Angulo que la escalera forma con el piso 56° 56° 56° 56°
_ altura que alcanza en la pared 166 _ 0.83 2.075 _ 0.83 249 _ 0.83 2905 _ 083
' longitud de la escalera 2 2.5 3 35
C,- distancia de la escalera a la pared 112 _ 056 14 0.56 168 _ 0.56 196 _ 0.56
longitud de la escalera 2 25 3 3.5
lt L L d
- .a ura'que alcanza en la pare 166 _ 14821 2.075 _ 14821 249 _ 14821 2905 _ 14821
distancia de la escalera a la pared 112 14 1.68 1.96

En la secuencia 8, “Teorema de Pitagoras 1°,
los alumnos aprendieron que los lados que for-
man el angulo recto en un tridngulo rectangu-
lo reciben el nombre de catetos; en esta sesion
aprenderan a identificarlos como el cateto adya-
cente y el cateto opuesto a un angulo no recto
del triangulo rectangulo.

ca
Cco

ca
Cco

Permita que sean los alumnos quienes cons-
truyan la definicion a partir de observar y ana-
lizar los catetos en relacion con los angulos
marcados, de donde se espera que observen
que el cateto adyacente a un angulo es el que,
junto con la hipotenusa, forma parte del angulo
agudo, mientras que el cateto opuesto es aquel
que no forma parte del angulo. Saber identifi-
car el cateto opuesto y el adyacente a un an-
gulo es esencial para el trabajo con razones
trigonomeétricas.

En la actividad 4 se pide a los alumnos com-
pletar la tabla, parte medular de la sesion 2, ya
que se usan las definiciones de las razones tri-
gonomeétricas:

&
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cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto

hipotenusa hipotenusa  cateto adyacente

No es necesario que mencione como se lla-
man esos cocientes, esto se hara en la siguien-
te sesion. La idea es que los calculen a partir
de tomar las medidas necesarias. Es muy pro-
bable que, cuando haga la puesta en comun,
algunos de estos cocientes no sean exacta-
mente iguales. Puede deberse a la imprecision
en las medidas; comente con ellos la dificultad
de tomar medidas exactas, pues es un tema de
gran valor formativo. Independientemente de que
las diferencias sean significativas o no, invitelos
a que analicen si se debieron a errores al hacer
los calculos o al elegir los valores de los catetos
opuestos o adyacentes. En la siguiente tabla se
presentan los resultados que pudieran obtener
los alumnos.

A 3 4 5 2 % %
B [ 15 | 2 | 25 % 22_5 %
c |225] 3 4 % % %
D 0.8 1 | 128 % % O_ig
E | 375 | 5 | 625 g—gg = %

Puesto que en la secuencia "Razones trigo-
nomeétricas 1" y en las sesiones 1y 2 de la pre-
sente secuencia se han introducido las nociones
sobre razones trigonométricas, se justifica que la
sesion 3 se inicie con la definicion formal de las
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razones trigonomeétricas: seno, coseno y tan-
gente de un angulo.

Los alumnos se han acercado al concepto y
ahora se formaliza la definicion, esto es, el nom-
bre que reciben los cocientes que han obtenido
y la manera en que se simbolizan.

Es probable que en la actividad 3 los alumnos
piensen que la hipotenusa mide 5 cm dado que

cateto opuesto

seno M = —
hipotenusa

y el sen M :%

Es importante que les haga notar que el seg-
mento NP mide 6 cm, y que es el cateto opuesto
del angulo M. Se espera, entonces, que reconoz-
can que la hipotenusa tiene que medir 10 cm y
que el sen M =2, es equivalente a sen M= =2, una
vez que se reduce la fraccion. Si lo considera
conveniente, pregunte como calcularian la me-
dida del segmento MP.

En la sesion 4, los alumnos contintan usando
las razones trigonomeétricas y reafirman varias
ideas importantes. Una de ellas es que, cuando
se hacen mediciones, pueden surgir diferencias
debidas a la imprecision de los instrumentos
(como se comentd en la secuencia 15); la otra
es que el valor de las razones depende de la me-
dida del angulo y no del tamafio del triangulo
al que pertenece el angulo. Permita que sean los
alumnos quienes midan y hagan los calculos ne-
cesarios, incluso si cometen errores al medir o al
calcular, ya que al hacerlo obtienen un mayor valor
formativo que si se les dan directamente las medi-
das. En la actividad 3, invitelos a que argumenten
usando hechos geométricos, por ejemplo: “Todos
los triangulos rectangulos que tienen un angulo
agudo correspondiente igual son semejantes, vy al
ser semejantes, tienen sus lados pro(?oraonales
por lo que los valores de las razones T o son
los mismos para cualquiera de esos triangulos”.

Con las actividades realizadas en la secuencia,
los alumnos estan preparados para construir tablas
de valores de las razones seno, coseno y tan-
gente de un angulo. Esto lo haran en la sesion
5 para los angulos de 10°, 20°, 30°, 45° y 50°. Es
importante que elaboren esta tabla porque les
permitira comprender de donde surgen los va-
lores de las razones para los diferentes angulos
cuando consultan una tabla de razones trigo-
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nometricas o cuando usan la calculadora para
indagar algun valor en particular.

La actividad 2 corresponde a la resolucion de
una situacion que implica determinar la medida
del cateto opuesto en un triangulo rectangulo; es
importante que les proporcione tiempo suficiente
para que discutan y averiguen como calcular el
cateto opuesto al angulo de 70° y la hipotenusa.
Se espera que los alumnos noten que para calcu-
lar uno de los valores requieren de alguna razon
trigonométrica, ya que para usar el teorema de
Pitdgoras necesitan las medidas de dos lados v,
en este caso, solo tienen la medida de un lado y
un angulo. No obstante, una vez que hayan cal-
culado ya sea el cateto opuesto o la hipotenusa,
tendran oportunidad de decidir si usan otra razon
trigonomeétrica o el teorema de Pitagoras. Sien la
puesta en comun solo surge uno de los dos pro-
cedimientos, usted puede motivarlos preguntan-
doles si habra otra manera de hacerlo.

Pautas para la evaluacionformativa

Observe si los alumnos:

» |dentifican correctamente la hipotenusa, el ca-
teto opuesto y el cateto adyacente al angulo
agudo indicados en un triangulo rectangulo.

o Calculan correctamente los valores de los co-

. coO ca CO
cientes: —, ., .

"h'ca
. Reconocgn gstos cocientes con los nombres
de seno, coseno y tangente de un angulo,
respectivamente.
e Reconocen que el valor de las razones trigo-
nomeéetricas depende de la medida del angulo.
e Calculan el valor del seno, el coseno y la tan-
gente de un angulo agudo a partir de las me-

didas de los lados de un triangulo rectangulo.
¢Cémo apoyar?

Es muy probable que los alumnos tengan pro-
blemas para dar los argumentos geométricos
necesarios en esta secuencia porque no tienen
afianzados los conocimientos sobre semejanza
de triangulos. De ser necesario, pida que revi-
sen las secuencias donde estudiaron los crite-
rios de semejanza de tridangulos, en particular la
secuencia 15.

Si observa que los alumnos tienen dificulta-
des para contestar la actividad 2 de la sesion 3,
sugiérales que identifiquen los elementos de cada
triangulo rectangulo, como lo hicieron en la acti-
vidad 3 de la sesion 2, y luego planteen las razo-
nes para obtener las medidas que se requieren.
Por ejemplo:

R
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¢Coémo extender?

Puede pedir que calculen las razones trigonométri-
cas de angulos diversos, por ejemplo, de 34°, 62°,
73°, 85°, etc., luego de que tracen, en su cuaderno,
cualquier triangulo rectangulo que tenga el an-
gulo de la medida elegida. Indique que tomen las
medidas de los catetos y la hipotenusa para que
luego calculen el seno, el coseno y la tangente
del angulo. Después pueden comprobar usando
en la calculadora las teclas de las razones trigo-
nomeétricas, y si llegaron a un resultado diferente,
analicen a qué se debio.

También puede solicitar que calculen los valores
de las razones trigonométricas para los angulos
que no han sido indicados en las actividades de
las sesiones, por ejemplo, el caso de los angulos
B, E y R de los triangulos de la actividad 2 de la
sesion 3.




Teorema de Pitagoras 2

(LT, Vol. 11, pags. 78-85)

Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema Medida

Aprendizaje esperado

Formula, justifica y usa el teorema de Pitagoras.

Intencion didactica

Que los alumnos apliquen el teorema de Pitagoras en la resolucion de problemas
con contextos reales o puramente matematicos.

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

» Aplicaciones del teorema de Pitagoras

e Uso del teorema de Pitdagoras en las figuras geométricas

. Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

e Usos y aplicaciones del teorema de Pitagoras
e Aspectos didacticos del teorema de Pitagoras

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Apliquen el teorema de Pitagoras en la
resolucion de problemas en un contexto real.

¢ Sesion 2. Usen el teorema de Pitagoras para
calcular perimetros de figuras geomeétricas.

» Sesion 3. Utilicen el teorema de Pitagoras en el
calculo de areas de figuras geométricas.

e Sesion 4. Resuelvan problemas que implican
aplicar el teorema de Pitagoras.

Acerca de...

En la secuencia 8, “Teorema de Pitagoras 1", los
alumnos exploraron vy justificaron de diferen-
tes maneras el teorema de Pitagoras. En esta
secuencia tendran la oportunidad de conocer
diversas aplicaciones de este teorema, tanto en

contextos reales como en situaciones puramen-
te geométricas y de medicion de perimetros y
areas de poligonos.

Para resolver estos problemas, necesitaran re-
cordar que el perimetro es la medida del con-
torno de una figura y que se calcula sumando la
medida de todos sus lados. También habra que
repasar que el area de una figura es la medida
de su superficie y que, dependiendo de la figura,
se requieren diversos datos: lados, altura, base,
base mayor, base menor, diagonal mayor, diago-
nal menor o apotema. Deben recordar, ademas,
que para obtener estos datos cuando no se cono-
cen explicitamente, hay que recurrir a las propie-
dades geomeétricas de las figuras, en particular las
de los poligonos que han estudiado tanto en este
grado como en los grados anteriores, por ejem-
plo, el método de triangulacion para obtener el
area de un poligono o de una figura irregular.
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En el desarrollo de las actividades de esta se-
cuencia, los alumnos se enfrentaran constante-
mente al calculo de las raices cuadradas, en al-
gunos casos exactas y en otras no. Las raices que
No son exactas son numeros irracionales, es decir,
son numeros que tienen una parte decimal infini-
ta y no periodica, por lo que en ocasiones con-
viene mantenerlos expresados como raiz, entre
otras razones, porque da cuenta de donde surge
el valor, porque es mas preciso y reduce el error
de calculo. Para realizar los calculos necesarios,
solicite que utilicen solo dos decimales, lo cual
les permitira sumarlos (por ejemplo, para el calculo
de perimetros). No olvide siempre mencionar que
en estos casos el resultado que encuentran es
aproximado. Si quisieran que el resultado fuera
exacto, tendrian que dejar las raices indicadas.
Por ejemplo, el valor de un perimetro podria ser
pP=7+V5.

Esto es valido aunque los alumnos no estén
familiarizados con este tipo de expresiones, pero
representan una oportunidad para que le den
significado a este tipo de numeros y no se limi-
ten a dar por correcto o incorrecto un resultado.

Sobre las ideas de los alumnos

No obstante que los alumnos estudian el perimetro
y el area desde su educacion primaria, es probable
que aun en tercer grado de secundaria algunos no
tengan claros estos conceptos ni las unidades de
medida con las que se expresa cada una de estas
magnitudes, ya que un error comun es expresar el
area en unidades lineales o el perimetro en unida-
des cuadradas, por lo que es importante que pres-
te especial atencion a estos detalles.

¢Coémo guio el proceso?

Se sugiere que antes de que indique a los alum-
nos que abran su libro, plantee el problema de la
seccion “"Para empezar”. Permita que por equipos
discutan y lo resuelvan. Luego haga una puesta
en comun para comparar las respuestas y los pro-
cedimientos de los equipos.

La sugerencia de que plantee el problema an-
tes de que los alumnos abran su libro obedece a
que la secuencia lleva en el titulo "teorema de Pita-
goras”, lo que seguramente influira en que utilicen
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dicho teorema. Al evitar ver el libro, los alumnos
podran reflexionar y explorar métodos para en-
contrar la solucion.

Se espera que en la puesta en comun algunos
equipos propongan el teorema de Pitagoras para
resolver el problema; si no lo hacen, usted puede
preguntarles: “;Sera util el teorema de Pitagoras?
Si es asi, icomo podriamos usarlo?”.

Ahora podran comenzar la actividad 1 de la
sesion 1, donde tendran que reafirmar el calculo
de la hipotenusa, dadas las medidas de los ca-
tetos (como lo hicieron en el problema inicial),
obteniendo como resultados:

o Si, porque c =V(9 + 2.25) = V11.25 = 3.3541;
o Si, porque c =5 = 2.2361;

« Si, porque c =6.8 = 2.6076;

« Si, porque c =13 = 3.6055.

Aungque matematicamente es posible pasar
el espejo por la puerta en cada caso, sera im-
portante que comenten los riesgos que implica
manipular materiales fragiles al pasarlos por un
espacio tan justo.

La actividad 2 ofrece un reto diferente: calcu-
lar la medida de un cateto cuando se conocen las
medidas del otro cateto y la hipotenusa. Por
ejemplo, para el caso de la primera puerta se
representa como 52 = 352+ b2 y queda como
b =25 -12.25 =\12.75 = 3.5707.

Para la sesion 2, solicite a cada pareja que
resuelva la actividad 1, y que si bien en el libro
solo deben poner el resultado, noten que se les
pide que describan la manera en que calcularon
cada perimetro. Por ejemplo, en el caso del pen-
tagono, se puede descomponer en dos triangulos
rectangulos iguales y un rectangulo.
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En el caso del cuadrado, a partir de sus dia-
gonales (que son perpendiculares) se obtienen
cuatro triangulos rectangulos iguales (que tam-
bién son iguales a los del pentagono).

La medida de la hipotenusa de cada triangulo
rectangulo es v2? + 2?2, de donde la hipotenusa es
igual aV8 = 22 = 2.82, por lo que el perimetro del
cuadrado es4v8.

En la actividad 2 seguramente tendran dificul-
tad con los cuadrados de areas de dos unidades
cuadradas y de cinco unidades cuadradas. Lo
anterior se debe a que los alumnos tienen una
imagen estereotipada de los cuadrados, y suelen
construirlos con los lados paralelos a los bor-
des de la pagina (lados horizontales y verticales),
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mientras que en este caso tendran que cons-
truirlos con los lados inclinados.

Si nota que se les dificulta mucho resolver la
actividad, puede apoyarlos sugiriendo: “;Y si po-
nes los lados inclinados?, ;se podra?”.

Estos cuadrados miden por lado 2 y V5; re-
dondeando a dos decimales sus valores son, res-
pectivamente, 141y 2.23. Para que los alumnos
vean la diferencia entre ambas expresiones, pue-
de pedir que calculen el area del cuadrado con
la raiz indicada o con decimales y noten que, al
usar estos ultimos, se obtiene un nNumero muy
cercano a la medida del area. Por ejemplo, para
el primer cuadrado se tiene:

Area = (\/5)2: 2
Area =141 x 1.41 =1.9881

En el caso de la actividad 3, se requiere dibujar
una figura que tenga un perimetro mayor que
4 +2V17 + 25 = 16.71.

El trabajo en la sesion 3 es una buena opor-
tunidad para repasar con los alumnos lo que es
el area y como calcularla en diferentes figuras
geomeétricas. Como ya se menciono, no es ne-
cesario memorizar las formulas; por esta razon,
aparecen indicadas en la tabla.

Al llegar al triangulo, se daran cuenta de que
falta la altura; es probable que intuyan que, para
calcularla, tendran que usar el teorema de Pita-
goras, asi como para calcular la altura del trape-
cio isosceles y la del triangulo isdsceles.

En el caso del triangulo isdsceles conviene
trazar la altura correspondiente al lado de 10 cm

S
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y usar el teorema de Pitagoras para calcular su

medida.

12 m

10 m

N

En el caso del hexagono y el octagono re-
gular, los alumnos podran realizar diferentes
procedimientos. Por ejemplo, descomponerlos
en otras figuras cuya area sepan calcular. Dado
que se les proporciona la formula, es probable que
quieran aplicarla, y entonces tendran que calcular
la medida de la apotema. En el caso del hexago-
no, puede calcularse usando el teorema de Pi-
tagoras. Los alumnos tendran que recordar que
el hexagono puede dividirse en seis triangulos

equilateros.

10 m

apotema

10 m

El caso del octagono es diferente, ya que, para cal-
cular la medida de la apotema, deberan tener pre-
sente como obtener el angulo central (360° entre
8), sacar la mitad de éste y, con ese dato, obtener
la tangente del angulo; pueden usar calculadora.

~

apotema \

67 m 22.5

N

En la sesion 4 los alumnos resolveran problemas
diversos. Sugierales que, cuando sea necesario,
hagan un diagrama que represente el problema;
esto les permitird identificar el triangulo rectan-
gulo que tienen que considerar para encontrar la
medida que se pide. Por ejemplo, para el proble-

ma del inciso a), el diagrama sera:

12 km

N

8 km

I
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Los problemas c) y e) involucran figuras tridi-
mensionales, por lo que también se recomienda
que los alumnos representen la situacion con figu-
ras en dos dimensiones. Por ejemplo, para el pro-
blema c), el tridngulo a considerar es el siguiente:

~

138.8 m

k 115.18 m

Pautas para la evaluacién formativa

Observe si los alumnos:

Aplican el teorema de Pitagoras para calcular un
lado de un triangulo conociendo los otros dos.
Usan el teorema de Pitagoras para calcular las
medidas que requieren para obtener el peri-
metroy el area.

Utilizan el teorema de Pitagoras para represen-
tar problemas que lo implican.

¢Cémo apoyar?

Cada vez que lo considere necesario, ayude a
los alumnos a visualizar e identificar el triangulo
rectangulo que esta en juego en el problema.
Por ejemplo, en los problemas de las puertas, el
triangulo rectangulo esta formado por dos lados
de las puertas y la diagonal del rectangulo; a ve-
ces los alumnos no Lo visualizan, por lo que es
importante hacer énfasis en esto.

Para calcular la medida del lado en las figu-
ras, también es importante apoyar a los alumnos
a visualizar el o los tridangulos rectangulos. Por
ejemplo, en la siguiente figura hay que calcular la

CO
3
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hipotenusa de un triangulo cuyos catetos miden
1y 4 unidades.

También apoyelos a visualizar las relaciones y
propiedades de los triangulos rectangulos para
determinar las medidas. Por ejemplo, los dos pri-
meros triangulos rectangulos de la sesion 2 son
semejantes y su razon de semejanza es 4; al cal-
cular la hipotenusa del primer triangulo se aplica
el teorema de Pitdgoras y se obtiene V2. Enton-
ces, si se aplican los criterios de semejanza, se
puede observar que la medida de la hipotenusa
del tridangulo 2 es 4V2 = 56568y, si se determinan
las medidas de las hipotenusas de los triangulos
de manera independiente, se obtiene que la hipo-
tenusa del triangulo 2 es/32 = 5.66.Si lo considera
necesario, en la discusion grupal destaque estas
relaciones para que los alumnos visualicen de ma-
nera integral las actividades y no sélo se concen-
tren en ciertos resultados particulares o aislados.

¢Coémo extender?

Puede complejizar algunos de los problemas. Por
ejemplo, en la sesion 3 pida que construyan un
triangulo cuya area sea de 10 unidades.

En el caso del problema de la piramide de
Keops, puede pedir que calculen la medida de las
aristas de sus caras.
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A3



4

L X

49
5

S

i
-E

@@t @l @@
SR SR Ao e e
%% V=, %% %% OB

BED SLD

LSS ae

&L

Tendencia central y dispersion

de dos conjuntos de datos 1
(LT, Vol. 11, pags. 86-93)

Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico Analisis de datos

Tema Estadistica

Aprendizaje esperado

Compara la tendencia central (media, mediana, moda) y de dispersion (rango y desvia-
cion media) de dos conjuntos de datos.

Intencion didactica

Que los alumnos comparen los valores de las medidas de tendencia central y de dis-
persion de dos conjuntos de datos estadisticos para analizar situaciones que implican
tomar decisiones de manera informada.

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el
alumno

Informatico

o« Comparacion de dos conjuntos de datos estadisticos

¢ Memorama: tus derechos
(Disponible en http://somosaudiencias.ift.org.mx/ami_ninios_memorama.php)

i Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

o Aspectos didacticos del andlisis de datos
e Recursos para el estudio de la estadistica

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Revisen la manera de calcular las
medidas de tendencia central, rango y desvia-
cion media que ya conocen, asi Como su sig-
nificado e interpretacion en la situacion que
se les presenta.

¢ Sesion 2. ldentifiguen aspectosrelevantesdela
representacion grafica de los datos para com-
parar dos conjuntos de datos; generen con-
juntos de datos que satisfagan valores espe-
cificos de la mediana, la media aritmética y
el rango.

¢ Sesion 3. Agrupen datos en intervalos y com-
paren los valores de las medidas de tendencia
central, del rango y la desviacion media.

e Sesion 4. Comparen dos conjuntos de datos
estadisticos y los analicen e interpreten den-
tro de un proceso estadistico integrado.

Acerca de...

Con el proposito de apoyar a los alumnos en el
logro del aprendizaje esperado, se han disefiado
dos secuencias didacticas; la 18 es la primeray en
ella se destaca la importancia de la lectura de las
graficasy la posibilidad de obtener informacion a
partir de la representacion de los datos, asi como
elusodelas medidas estadisticas que se han estu-
diado en los tres grados de Telesecundaria. Usted,
al permitir que los alumnos respondan las pre-
guntas con los conocimientos que se han cons-
truido hasta el momento, podra valorar lo que
han logrado, asi como lo que es necesario refor-
zar o profundizar para que tengan un buen do-
minio de los conocimientos estadisticos y refle-
jen un mejor razonamiento estadistico.

En esta secuencia se propone empezar con
una discusion sobre el uso y la importancia de
la estadistica y resaltar la necesidad de centrar
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su enseflanza en actividades que involucren al
alumno en la resolucion de problemas reales,
proyectos estadisticos y analisis de datos reales.
De ahi que la mayoria de las actividades estén
vinculadas a la informacion que corresponde
a algunos de los resultados publicados en una
encuesta realizada a 24 691 jovenes de entre 12
y 29 afios de edad, en la cual la variable elegi-
daparaelestudiofueelnimerodehorasaldiaque
pasanfrentealapantalladealgundispositivo elec-
tronico, como teléfono celular, television, compu-
tadora, consola de videojuegos o tableta.

Con la realizacion de las actividades que inte-
gran las sesiones, se espera que los alumnos re-
conozcan los cuatro componentes principales de
la estadistica: plantear preguntas, recopilar datos,
analizarlos e interpretarlos, todo como un proce-
so integrado. Se espera también que los alumnos
efectuen procedimientos de calculo de medidas
y de construccion de representaciones; la esen-
cia de esto se encuentra en que los valores y las
representaciones estadisticas obtenidas puedan
significar algo para los alumnos desde la situa-
cién que se les presenta como contexto. Este es,
en cierto modo, el fundamento del razonamien-
to estadistico: producir una mejor comprension
de los datos en un contexto particular.

Por otra parte, el lenguaje es generalmente el
medio principal para comunicar nuestras ideasy,
en particular, las ideas estadisticas; también es el
medio por el cual los alumnos construyen su co-
nocimientoy el que usan para procesar sus ideas.
Sin embargo, el lenguaje en la estadistica es uno
en particular, y es importante que los alumnos
lo desarrollen, tanto en su forma escrita como
de manera oral, con el fin de expresar su avance
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en la comprension del significado de los datos
estadisticos. Asi, pedir a los alumnos que des-
criban un conjunto de datos relacionandolos
con un contexto especifico es un primer paso
en el desarrollo del lenguaje estadistico. De ahi
que se sugiera que no se limite a considerar si
una respuesta es correcta o no, solo por el valor
o resultado que se da, sino que se promueva que
los alumnos expongan sus argumentos para ob-
servar cuales son algunos de los otros factores
que consideran, como la logica y la experiencia.

Otro aspecto fundamental es que los alum-
nos comprendan que las medidas de dispersion
complementan las de posicion central para ca-
racterizar una distribucion.

En esta secuencia, los alumnos deben aprender
que los datos se pueden reorganizar y comparar
con nuevos conjuntos de datos, como los que ob-
tendran al hacer su encuesta. Este tipo de activi-
dades permite estudiar algunos de los elementos
delrazonamiento estadistico, como la transnume-
racion, que consiste en transformar la informacion
usando conocimientos basicos de aritmética para
facilitar la comprension.

Sobre las ideas de los alumnos

Se espera que los alumnos, en lo referente a cono-
cimientos y habilidades estadisticas, sean capaces
de leer, interpretar, organizar, evaluar criticamen-
te y apreciar informacion estadistica relacionada
con contextos sociales.

Tal vez muchos alumnos piensen que hacer
una grafica, calcular una media aritmética o pre-
decir una tendencia en un conjunto de datos son
actividades relativamente independientes que se

¢Se forma algun bloque de datos? ;Donde?

Grafica Grafica

Glosario
Valor atipico es el

valor de los datos

¢Hay algtin hueco o corte? ;Donde?

(9
que estd mas lejos

de los demds por ser

¢Hay valores atipicos de los datos? ¢ Cuales?

inusualmente mayor
o menor que el resto.
En inglés se dice

\_

outlier.
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pueden llevar a cabo para un conjunto de datos
en particular, pero es importante que haga hin-
capié en que todas estas actividades estan com-
pletamente relacionadas entre si, en especial en
la estadistica.

Se considera que la mayoria de los alumnos es
capaz de abordar la tarea de comparar conjun-
tos de datos enfocandose en datos especificos.
Una manera de hacerlo es comparar los datos
mas grandes en los dos conjuntos, y la otra es
comparar los conjuntos de datos a partir de un
dato especifico y contar el numero de datos que
son iguales o mayores que él en cada conjunto.

¢Cémo guio el proceso?

Se sugiere que en la seccion “Para empezar”
destaque la importancia de la estadistica en dife-
rentes aspectos y areas del conocimiento. Puede
tomar como base el informe de la “Encuesta de
Tendencias Juveniles 2018" o algun otro estudio
que se encuentre en el portal del INEGI.

En cuanto a la seccion “Manos a la obra”, la
primera actividad implica que los alumnos rea-
licen diferentes niveles de lectura del grafico y
completen las tareas que se les indica.

Algunos alumnos pueden tener dificultades
al dar respuesta a la pregunta del inciso e) de la
actividad 1 de la sesion 1. “;Es posible conocer
el promedio del numero de horas al dia que los
jovenes pasan al frente de la pantalla de algun
dispositivo?”. Principalmente, porque hay tres
medidas que pueden utilizarse como promedio.
Recuerde a los alumnos que, cuando se men-
ciona promedio se refiere a la media aritmética,
pero también se aplica a la mediana y a la moda
por ser medidas de tendencia central, como lo
estudiaron en primer grado. Si la respuesta es
considerar como promedio la media aritmética,
entonces serd importante revisar de qué manera
se podria obtener su valor. Por un lado, se cono-
ce el numero total de jovenes que contestaron la
pregunta de la encuestay, con los diferentes por-
centajes de respuesta que aparecen en la primera
columna de barras apiladas, se puede determi-
nar cuantos jovenes contestaron de 1 a 3 horas
al dia, de 4 a 7, etc. (esto es, 29% de 24691 mas
34% de 24691, etcétera). Luego seria necesario
calcular la marca de clase (el punto medio de
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cada intervalo: el de 1 a 3 horas al dia es 2; el de
4 a7 es 5.5, etcétera). Una vez que se han reor-
ganizado esos datos, se puede calcular el valor
de la media aritmética.

Los procedimientos para calcular las medidas
de tendencia central en datos agrupados no co-
rresponden al programa de estudio de la educa-
cion secundaria; sin embargo, los alumnos tie-
nen elementos para hacer esta reflexion a partir
de los conceptos y procedimientos estadisticos
que han estudiado, incluyendo también los de la
elaboracion de histogramas y poligonos de fre-
cuencia. Ademas, hacer esta reflexion les permi-
te desarrollar su razonamiento estadistico.

En el caso de la pregunta del inciso f), ";Quié-
nes pasan mas horas frente a una pantalla, las
mujeres o los hombres?”, la respuesta es “las mu-
jeres”, porque hay un mayor porcentaje que
contestd mas de 12 horas al dia. Y, respecto a
":En qué intervalo de edad se concentra la ma-
yoria?”, se refiere a 14% de las mujeres de 12 a 17
anos. Finalmente, en cuanto a la dispersion de
los datos, se puede considerar que es minima la
diferencia entre la variabilidad de los datos que
corresponden a las mujeres de 12 a 17 y los de
18 a 29 afos, incluso al comparar con los datos
de los hombres jovenes y revisar los porcenta-
jes que se presentan para cada intervalo de edad
y de horas al dia. Al determinar cual es el ran-
go de la variable de estudio: el numero de horas
al dia que pasan al frente de la pantalla de al-
gun dispositivo, se tiene de 0 a mas de 12 horas
al dia; es importante discutir con los alumnos
cual puede ser el numero maximo de horas al dia.
Tal vez algunos digan que 24 horas, por ser la
duracion de un dia, quiza otros sefialen que 16
horas por considerar 8 para dormir. Justamente,
de lo que se trata es de que expongan sus argu-
mentos; pueden incluir algunos por su experien-
cia y otros por la logica que tienen, lo que tam-
bién tiene un papel importante en el desarrollo
de su razonamiento estadistico.

En la actividad 2 los alumnos comparan dos
conjuntos de datos con 25 elementos cada uno.
En el inciso a) se pregunta cual de dos grupos
con igual numero de alumnos pasa mas tiem-
po al dia frente a la pantalla de algun dispositivo
electronico. Posiblemente algunos comparen
el numero maximo de horas al dia que pasan
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Numero de horas al dia frente a la pantalla de algtn

dispositivo electrénico

. GupoA | GupoB

Numero de horas al dia

frente a la pantalla de un dispositivo electronico
en cada grupo para contestar la pregunta. En
este caso, coincide en ambos grupos que el ma-
ximo dato es 15 horas al dia. Otros alumnos, ade-
mas, pueden considerar que, en el grupo A, dos
alumnos lo indicaron, y en el B, solo uno, por lo
que su respuesta al inciso a) serad que los alum-
nos del grupo A pasan mas tiempo al dia frente a
la pantalla de algun dispositivo.

Quiza para responder al inciso a) otros alum-
nos cuenten el numero de alumnos de cada gru-
po que indicaron que pasan de 10 a 15 horas al
dia frente a una pantalla. Como se observa, en
estos casos no hay necesidad de considerar a
quienes indiguen que no pasan ninguna hora
frente a una pantalla u otros datos menores a 10
horas al dia. En un primer momento, esas res-
puestas son correctas y factibles; sin embargo,
se pretende que en el transcurso del desarrollo
de la actividad y de la secuencia, los alumnos ha-
gan un analisis mas profundo usando los valores
de las medidas de tendencia central y de variabi-
lidad (rango y desviacién media).

Puede basarse en la tabla siguiente para revi-
sar el trabajo de los alumnos.

Medida | Grupo A | Grupo B
Media 6.52 7.32
Mediana 6 6
Moda Oy5 4
Rango 15 15
Desviacion media 3.8208 42528

En la pregunta del inciso h) se espera que los
alumnos afirmen que en el grupo B hay mayor
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Numero de horas al dia

variabilidad, basandose en el valor de la desvia-
cion media, 4.25. Es posible que algunos aun no
lo comprendan o den otra respuesta.

En la actividad 3 se propone una discusion
grupal. Pida a los alumnos que piensen en las di-
ferencias que hay entre los tipos de preguntas
que se hicieron. Se espera que reconozcan que
algunas preguntas piden simplemente informa-
cion del grafico, mientras que otras requieren
de interpretaciones de los datos que se mues-
tran en él. Ademas, es un buen momento para
contrastar las respuestas de los incisos a) y b) de
la actividad 2 con las de losincisos €) a h), debido a
que el valor del promedio del numero de horas
al dia que los alumnos pasan usando la pantalla
de un dispositivo cambia, dependiendo de cual
medida de tendencia central consideren utilizar
como promedio.

En la actividad 4, cuando se les cuestiona si
consideran que los alumnos de telesecundaria
pasan demasiado tiempo frente a la pantalla de
algun dispositivo, luego de comparar el numero
de horas de los alumnos del grupo A con el de
los alumnos del grupo B, a menudo contestan
que si, utilizando como justificacion el valor de
la moda o la diferencia entre los datos maximos
para ambos grupos o en el conteo de datos
Maximos o en el conteo a partir de un dato espe-
cifico. Rara vez se basan en la diferencia entre los
valores de las medidas de tendencia central y de
dispersion que encontraron e identificaron.

Con el trabajo de analisis de las actividades 1,
2y 3 de la sesion 2, se espera que la mayoria
de los alumnos visualice mejor y comprenda el
significado de los valores de las medidas, en es-
pecial de la variabilidad de los datos a partir del
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analisis grafico de la desviacion media. La siguien-
te imagen le ayudara a resolver sus dudas con las
actividades 2 y 3:

Media
aritmética
Desviacion
media
—-4.25

Desviacién
media
+4.25

Desviacién media

012

3 415 6/ 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Numero de horas al dia

Respecto a la actividad 4 hay diferentes res-
puestas, porque siempre que se cumpla que la
suma de los ocho datos sea igual que 40, la me-
dia aritmética sera 5. En elinciso a), dos ejemplos
de conjuntos de 8 datos con valor de media arit-
meética de 5 horas al dia pueden ser: 2, 4, 8, 3, 8,
56,4y0,96,4,6,5,63,7.

En el caso del inciso b), tres conjuntos de 8
datos que cumplen los valores de media de 5
horas al dia y mediana de 4 horas al dia pueden
ser: 2,3,4,4,4,78,8,0,12,3,59,10, 10y 2,
2,3,4,4,8,8,0.

El tercer conjunto de los datos también cum-
ple con las condiciones del inciso d), ya que el
rango es 7 debido a que 9 — 2 = 7, lo que hace
que también sea una opcion de respuesta del in-
Ciso e), junto con los conjuntos 3, 4, 4, 4, 4, 4, 7,
10;2,2,3,3,5,7,9,9y2,2,2,2,6,8,9,09.

Una vez mas, es importante sefialar que cuan-
do revisen las respuestas de manera colectiva,
analice los argumentos de los alumnos para pro-
mover su razonamiento estadistico. Por ejemplo,
en el ultimo conjunto, 2, 2, 2, 2, 6, 8, 9, 9, nin-
guno de los 8 datos es igual al valor de su media
aritmética (5), ni de su mediana (al ser un con-
junto de numero par de elementos, la mediana
es igual que el promedio de los dos datos en las
posiciones centrales: (2 + 6) / 2 = 4).

Se requiere que en la discusion grupal de la
actividad 5 se analicen detenidamente las carac-
teristicas de los conjuntos de datos que encuen-
tren para que comprendan el significado de esas
medidas, ademas de comprender la variabilidad

EXH B BXB GXB &

B

de los conjuntos de datos que cumplen con las
condiciones indicadas.

En la sesion 3, los alumnos deben reorganizar
los datos del grupo Ay del grupo B, consideran-
do los mismos intervalos que se encuentran en
el grafico de la "Encuesta de Tendencias Juve-
niles 2018", para hacer la comparacion entre el
total de ambos grupos y los resultados de dicha
encuesta. Las respuestas de cada tabla son:

Intervalo Grupo | Grupo Total (en

de horas A B ambos grupos)
Dela3 3 4 7
De4a7 9 7 16
De8al2 6 8 14
Mas de 12 3 4 7
Nada 4 2 6

grupos)

Media aritmética 6.92
zeex:dé” 3.8208 2528 40368
Mediana 6
Moda Oy5 4 0
Rango 15 15 15

Respecto al total, se observa que el dato con
mayor frecuencia es O horas al dia y la media
aritmética es casi 7 horas al dia, mientras que
el dato central en los tres conjuntos es 6 horas
al dia. Si se comparan estos valores con la in-
formacion que se presenta en el grafico de la
sesion 1, se observa que se mantiene el intervalo
de 4 a 7 horas al dia como el mas tipico, por
lo que es posible que utilicen esta informacion
para determinar su respuesta en el inciso b) de
la actividad 2; de este modo, los alumnos es-
tan considerando los conceptos estadisticos y
el conocimiento del contexto para sacar con-
clusiones.

Guie la organizacion de las actividades 3y 4
para que planteen las preguntas y definan a quién
le pediran contestar la encuesta.
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En la sesion 4, los alumnos reuniran, organiza-
rany analizaran los datos que recopilaron parain-
terpretarsusdistribucionesylosvaloresdelasme-
didas que encuentren en las actividades 1,2y 3,y
loscompararan con los de las sesiones anteriores.

Pida que la actividad 4 la resuelvan individual-
mente y elaboren las representaciones graficas
que consideren convenientes para visualizar los
resultados y, si hay interés, elaborar un informe.

Los valores de las medidas de tendencia central y de disper-
sion resumen la distribucién y variabilidad de un conjunto
de datos. Particularmente, Ia media aritmética nos indica
el valor central que representa la mayoria de los valores de
los dates y la desviacion media nos dice qué tan alejados o
cercanos estan los datos respecto al valor de la media arit-
mética, Sl se consideran ambos valores, comprenderemos
mejor, al comparar dos 0 mas conjuntos, cual tiene mayor
variabilidad (menos datos alrededor de la media aritméti-
ca) o menor varabilidad (mas datos alrededor de la media
aritmética), lo cual se puede apreciar con el valor de la des-
viacién media.

Media aritmética

Desviacién Desviacion
media media
" " "
: * Valor atipico
T 0 Ll I 1 I 1 T I T | Bt
35 36 37 38' 39 40 41 '42 43 44 45 46

Menor variabilidad entre los datos

Media aritmeética
Desviacion Desviacion
media media
. L]
e 4 » L] L] L] L . 8
L) T ) ) T T T T T T T >

35. 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46

Mayor variabilidad entre los datos

. O,

Pautas para la evaluacién formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se va
logrando la intencion didactica que aparece en
la ficha descriptiva, es necesario hacer un regis-
tro para cerciorarse de que los alumnos realizan
lo siguiente:

e Distinguen entre un tipo de representacion
grafica estadistica y otra.

e Reconocen el significado de las medidas de
tendencia central, de rango y desviacion me-
dia involucradas en cada situacion.

e Representan graficamente las situaciones que
implican reorganizar los datos.

e Interpretan los valores de las medidas de ten-
dencia central y de dispersion respecto al
contexto o situacion que se analiza.

¢Coémo apoyar?

Si lo considera conveniente, podria pedir que
calculen la desviacion media de los conjuntos
de datos que encuentren en la actividad 4 de la
sesion 2 para comprender de qué manera se dis-
tribuyen los datos.

¢Coémo extender?

Si lo considera necesario —y con el proposito
de consolidar y ampliar lo estudiado durante la
secuencia—, puede utilizar software libre como
CoDAP para efectuar los calculos y las graficas.
Es valido el uso de calculadoras para realizar los
calculos de las medidas de tendencia central y
de desviacion media, pues con eso se facilitara
la interpretacion integral de los datos de un con-
junto.

Silo considera conveniente, para que losalum-
nos reflexionen acerca de las ventajas y desven-
tajas del uso de los celulares y dispositivos elec-
tronicos, consulte los siguientes articulos: “Nifios
y tecnologia: ventajas e inconvenientes del uso
de dispositivos moviles”, en https://www.mepiar.
com/ninos-y-tecnologia-ventajas-e-inconve
nientes-del-uso-de-dispositivos-moviles/y "Con
secuenciasfisicas de abusardelmovil’, en https://
www.muyinteresante.es/tecnologia/fotos/con
secuencias-fisicas-de-absar-del-movil/dolor-
de-cuello
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Eventos mutuamente excluyentes 2

(LT, Vol. II, pags. 94-101)

Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico Analisis de datos

Tema Probabilidad

Aprendizaje esperado

Calcula la probabilidad de ocurrencia de dos eventos mutuamente excluyentes.

Intencion didactica

Calcular la probabilidad de dos eventos mutuamente excluyentes.

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

* Probabilidad de eventos mutuamente excluyentes

¢ Probabilidad de eventos mutuamente excluyentes

Materiales de apoyo Recurso audiovisual

para el maestro

» Aspectos didacticos de la ensefianza de la probabilidad

¢Qué busco?

Que los alumnos:

¢ Sesion 1. Utilicen tablas de doble entrada para
determinar los resultados favorables de even-
tos simples, compuestos y mutuamente ex-
cluyentes relacionados en una situacion dada.

e Sesion 2. Aprendan a calcular la probabilidad
de eventos simples, compuestos y mutuamen-
te excluyentes a partir de la regla de la suma.

¢ Sesion 3. Determinen los resultados favorables
de ciertos eventos, reconozcan cuales son
mutuamente excluyentes y calculen la proba-
bilidad de los eventos de acuerdo con la for-
mula que les corresponde.

¢ Sesion 4. Resuelvan problemas que correspon-
den a situaciones que implican el calculo de la
probabilidad de eventos que son mutuamente
excluyentes y de eventos que no lo son.

Acerca de...

En esta secuencia los alumnos calculan la pro-
babilidad de eventos mutuamente excluyentes

y utilizan tablas de doble entrada y diagramas
de arbol como recursos para organizar los re-
sultados posibles de las situaciones aleatorias
que se presentan. Se consideran situaciones re-
lacionadas con la genética, la salud, las matema-
ticas y la poblacion del mundo desde un punto de
vista historico y del analisis y la interpretacion de re-
sultados posibles y resultados favorables de even-
tos definidos previamente. Dichos resultados se
expresan en forma de fracciones, decimales o
porcentajes.

Especificamente, en esta secuencia se forma-
liza la manera de calcular la probabilidad de dos
eventos, sean mutuamentes excluyentes o no.

Con el estudio de esta secuencia, los alum-
nos haran el conteo de los resultados favora-
bles de un evento entre los casos posibles que
corresponden a la situacion aleatoria. Por lo
tanto, requeriran hacer uso de sus habilidades
de conteo, tanto para identificar si hace falta
considerar algunos resultados posibles en el es-
pacio muestral, como para determinar en qué
eventos se esta contando dos veces el mismo
resultado favorable, es decir, si tienen resulta-




dos en comun. De ahi que a los alumnos se les
proponga el uso de recursos como el cuadro de
Punett o el diagrama de arbol.

Sobre las ideas de los alumnos

En la secuencia 9, los alumnos identificaron los
eventos mutuamente excluyentes a partir de un
enfoque frecuencial, ya que llevaron a cabo el jue-
go de azar propuesto y analizaron las frecuencias
relativas obtenidas en otros ensayos, destacando la
variabilidad de los resultados cada vez que se reali-
zan los experimentos.

Ademas, los alumnos también aprendieron que
dos eventos son mutuamemente
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las preguntas que se plantean en los incisos a) a
d) que hacen explicita la relacion del contexto
con los datos.

Después, en la actividad 2, se les propone lle-
var a cabo una transnumeracion de los datos del
cuadro de la actividad 1 en un cuadro que con-
tiene los cocientes que corresponden a las razo-
nes de los resultados de la prueba.

En sequida, calcularan la probabilidad de los
eventos A, By C y de algunas de sus combina-
ciones, lo cual corresponde a la fase de buscar
nuevos significados una vez que se han trans-
formado los datos. La siguiente tabla muestra los
resultados a los que deben llegar los alumnos:

excluyentes si los resultados fa-
vorables son distintos; ahora ese
conocimiento se complementa
indicando que dichos eventos no
tienen resultados favorables en co-
mun. La intencion de esta secuen-
cia es reflexionar con los alumnos
acerca de la vinculacion de con-
ceptos matematicos con situacio-
nes sociales para sensibilizarlos y

Intervalo de
edad (anos)

que 30

Menar o igual

Mayor gue 30

Total de \

‘ Infectados No infectados

resultados
a9 _ 49 s I 560 _ 56
17850 ~ 185 1850 185 1850 185
a0 e SlE: 1130 _ 113 12907 129
1850 — 185 1850 ~ 185 1850 — 185
650 _ 65 _ 13 1200 _ 120 _ 24 1850 _

1850 185 711850~ 185 37 1850

\ Total
motivarlos a estudiar otras situacio-
nes que se proponen en las actividades de la se-
cuencia, como en otros temas de las matematicas.

¢Coémo guio el proceso?

En la seccion “Para empezar” se trata una situa-
cion del area de la genética en la que se utiliza un
recurso para organizar y presentar los resultados
obtenidos: el cuadro de Punett, que es una ta-
bla de doble entrada en la cual se identifican las
combinaciones aleatorias de una descendencia.
Esta situacion brinda la posibilidad de ilustrar una
manera en la que se ha desarrollado el conoci-
miento matematico, ya que no todos los recur-
sos, procedimientos y conceptos surgen de la
matematica misma.

La primera actividad de la sesion 1 corres-
ponde a una situacion relacionada con los re-
sultados de una prueba de laboratorio respecto
a infectarse con el estafilococo aureo y la edad
de las personas participantes en la prueba. Los
alumnos deben leer e interpretar la informacion
presentada en el cuadro; ése es el propdsito de

Identificar los eventos mutuamente excluyentes
0 no excluyentes, como se propone en la acti-
vidad 3, es parte de esta fase de buscar nuevos
significados por medio de la transnumeracion.
De tal manera que en la actividad 4, en la discu-
sion grupal, se recomienda sefalar este trabajo
de transformacion. Es importante que guie a los
alumnos para que expliquen las caracteristicas
de los resultados favorables de los eventos mu-
tuamente excluyentes con la intencidon de que
en la actividad 5, al leer la informacion del recua-
dro, comprendan la formalizacion.

Para el caso de los eventos que no son mu-
tuamente excluyentes, pidales que identifiquen
si hay resultados que sean comunes como una
manera de verificar su nivel de comprension de
la lectura y la revision de los resultados que debe-
ra hacerse a partir del contexto.

En la actividad 1 de la sesion 2, se pide que
comparen la probabilidad del evento Ao Cy A
0 B con la suma de las probabilidades de dichos
eventos simples, respectivamente, para decidir si
son mutuamente excluyentes.
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En la actividad 2 se propone una puesta en
comun en la que se debera revisar que los alum-
nos identifiquen que al sumar las probabilidades
de los eventos A y B se considera dos veces la
probabilidad de que las personas estén enfer-
mas y sean mayores que 30 anos, % lo que
representa que hay 160 personas con esas dos
caracteristicas y que son casos favorables para
ambos eventos. Por lo tanto, los eventos no son
mutuamente excluyentes, y para calcular la pro-
babilidad de que ocurran ambos, se debe restar
la probabilidad de seleccionar a una de esas 160
personas. Una manera de ilustrarlo es:

Intervalos de edad\

Personas
Infectadas

650

1850

No infectadas

B

1200 1850

s
oo
w
-}

1130
1850

En la actividad 3 se introduce la formalizacion
de la suma de las probabilidades de dos eventos
gue son mutuamente excluyentes o no. En parti-
cular, para calcular la probabilidad de que ocurra
el evento la persona esta enferma o es mayor
que 30 arios, se expresa como:

P(G) = P(Ao B) = P(A) + P(B) - P(Ay B)

_ 650 , 1130 _ 160
= 71850 1850 ~ 1850
490 1130 _ 1620

= 71850 T 1850 ~ 1850

_ 162 _ - 0
= 195 = 0.8756 = 87.56%

debido a que los eventos A 'y B no son mutua-
mente excluyentes. En el caso de los eventos A
y C, si son mutuamente excluyentes, lo cual se
puede ver como:

Personas Intervalos de edad

Infectadas ¢ Menor o igusl
glle o

_/

& 30456
650 490

1850
1850

Eav
ayor que

160
1850

Evento C

No infectadas

E

1200

-
=]
]
O

1130
1850

Por otro lado, la probabilidad del evento la per-
sona esta infectada o es menor o igual que 30
anos y no esté infectada es:

P(H) = P(A 0 C) = P(A) + P(C) = P(Ay C) =

650 . /0 _4_ 650 70 720 _ 72
1850 B

1850 1850 " 1850 ~ 1850 ~ 185
~0.3891 = 38.91%

El contexto de la sesion 3 es numérico; en la
actividad 1 se deben encontrar los 24 resultados
posibles que se obtienen al escribir numeros con
tres cifras con un conjunto de cuatro digitos.

Posteriormente, se definen algunos eventos
y se pregunta por los resultados favorables para
identificar la no repeticion de numeros de tres
cifras y que existe un evento, el C, que es impo-
sible que ocurra en esta situacion numeérica.
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La incorporaciéon de un evento imposible (o
vacio) es un aspecto importante en la construc-
cion del concepto de eventos mutuamente ex-
cluyentes y del razonamiento probabilistico de
los alumnos, y debe ser analizado en la revision
grupal propuesta en las actividades 2 y 5.

=y
ot



Se espera que en la actividad 3 los alumnos
identifiquen que los eventos: "B: El numero ele-
gido es mayor que 500" o "D: El numero elegido
tiene 2 en la primera cifra”, son mutuamente ex-
cluyentes, como se observa en la imagen ante-
rior, donde se puede ver que los eventos By D
no tienen resultados favorables en comun.

Tal vez algunos alumnos indiquen que tam-
bién los eventos: "A: El numero elegido es multi-
plode 3" 0 "C: El numero es menor que 200", son
mutuamente excluyentes; en este caso, el even-
to "C: El numero elegido es menor que 200" es
vacio (no tiene resultados favorables) porque no
hay resultados favorables para comparar con el
evento A.

En la actividad 4, los alumnos deben elegir cual
es la manera correcta de aplicar la regla de la
suma para calcular la probabilidad de los eventos
indicados. Las respuestas a esta actividad son:

b) ¢Cual es la probabilidad del evento (4 0 O)?

\/P(ur)C*P(llw P(C)
12Jr 0 _12 _ 1

PA0CO)=PA)+P(O-PAYQO

2424 24 2
¢) ¢Cual es la probabilidad del evento (B 0 O)?

PBoC)=P(B) +P(O
12+O 12 1

PBoO)=P(B)+PO)-PBYyO)

24 724 24 2
d) ;Cual es la probabilidad del evento (A o D)?

e) ;Cual es |a probabilidad del evento (C o D)
P(CoD)=P(O+P(D)

_0 .6 _1
\ 24 24 4

P(CoD)=P(Q+P(D)-P(CyD)

Europa | 750000000 | 9.60
En la actividad 5, los alumnos deben exponer Latino-
Rk américay | 650000000 8.32
los argumentos que les llevaron a seleccionar lo ol Caribe
gue marcaron con anterioridad. Para justificar, EUAY
.| 370000000 | 474
basta con anotar los resultados favorables en Canada
Oceania 43000000 0.55

comun, o bien, que no haya resultados favora-
bles en comun. Por ejemplo, en el inciso a) el
evento A o B tiene 6 resultados favorables que
son: 573, 537,735, 753, 723, 732.

En la actividad 6 se les pide definir eventos mu-
tuamente excluyentes a cada uno de los eventos
indicados. Una propuesta para el caso del evento

a:a*“Oca.t :a’ aOci’ ‘caa
&, 'o « % %% bo' %‘g% » @% %% %% %@ %% %@

M es: el numero elegido no es mdultiplo de 3, éste
representa el complemento del evento A. En el
caso del evento N, podria ser el numero elegido
tiene 5 en la primera cifra.

Anime a los alumnos a encontrar otros even-
tos, apoyandose en los conceptos que conocen,
como el de evento complementario. La formula
para calcular las probabilidades de los eventos que
propongan debe ser del tipo: P(A o M) = P(A) + P(M).

Finalmente, en la sesion 4 se proponen dos
situaciones relacionadas con los contextos de
poblacion y de acceso a la television e internet;
la primera esta expresada en porcentajes y millo-
nes de personas de cada region, por lo que, para
contestar, se requiere analizar y reorganizar la in-
formacion. Tal vez los alumnos observen que al
sumar los porcentajes se obtiene el valor de 101%,
debido a que son porcentajes redondeados; ge-
neralmente asi se utilizan en los informes, y dado
que esta situacion es extraida de uno de ellos,

a) ;Cual es la probabilidad del evento (A 0 B)? \ esto €s algo Comun (Véase fuente)' Ademés, se

P(A0B)=P(A) +P(B) V P(AoB) =Py +PE) -PAyB) enfrentan a que el porcentaje de las regiones de
12 12 6 1.1 _1_3 i 4 5 °

ity M 3t> 71 Oceania y EUA y Canada esta integrado en 5%,

lo que dificulta la respuesta de los incisos a) y c),
por lo que es conveniente utilizar el dato de po-
blacion expresado en millones de personas. Una
sugerencia es utilizar una tabla como la siguiente
para mostrar el numero de personas por region:
y aplicar la regla de la suma para calcular la pro-
babilidad de los eventos indicados.

PAoD)y=P(A) +P(D) ‘/P D)=PA)+PD)-PAYD)
12 + 6 _ 2
24 24 NU d NU d
1 11 g 2 Region umero de (%) Paises umero ce (%)
=14+ 41 S _< personas personas
2 4 12 12 3

China | 1484470000 | 19

Asia 4700000000 | 60.16
India | 1406340000 | 18

Africa 1300000000 | 16.64

Total 7813000000 | 100.00

De esta tabla también es posible comprender
que los porcentajes estan redondeados, e inclu-
so, también el numero de personas. La ventaja
de organizar los datos en este tipo de tablas es




que podemos identificar el numero de personas a
las que se hace referencia en cada inciso de la ac-
tividad para calcular la probabilidad, y de ahi po-
demos utilizar el porcentaje o la razdon entre el
numero de personas de la region y el total. De
esta forma, las respuestas a las preguntas son:
a) Entérminos de porcentaje: 61% + 4.74% = 65.74%.
b) En términos de porcentaje: 19% + 18% = 37%.
c) Entérminos de porcentaje: 8% + 4.74% = 12.74%.
En la actividad 2, la respuesta a la pregunta se
obtiene mediante la suma: 62% + 27% — 7% = 82%.
En la actividad 3, se solicita usar el cuadro de
Punnett a fin de contestar las siguientes pre-
guntas:
a) -
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b) Mutuamente excluyentes;

1,1_1
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Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar la medida en que se

logra la intencion didactica que aparece en la

ficha descriptiva, es necesario hacer un registro

para cerciorarse de que los alumnos realizan lo

siguiente:

e Distinguen entre un tipo de evento y otro.

» Reconocen el significado de dos eventos mu-
tuamente excluyentes.

e Representan graficamente las situaciones que
se plantean, ya sea en tablas o diagramas.

e Interpretan los valores de las medidas de la
probabilidad de ocurrencia de los eventos res-
pecto al contexto o la situacion que se analiza.

¢Coémo apoyar?

Si observa que los alumnos aun tienen dificul-
tades para comprender el origen de los cua-
dros de Punett, consulte: https://www.ck12.org/
book/ck-12-conceptos-biolog%C3%ADa/sec
tion/3.6/. Si en el caso de la actividad 1 de la se-
sion 4 observa que los alumnos tienen dificulta-
des, pida que presenten la informacion mediante
un cuadro o diagrama de arbol.

¢Como extender?

Si considera necesario conocer mas sobre el
estafilococo dureo, consulte https://www.msd
manuals.com/es/hogar/infecciones/infeccio
nes-bacterianas-bacterias-grampositivas/infec
ciones-por-staphylococcus-aureus.

Puede retomar los eventos de la secuencia 9
para practicar el calculo de la probabilidad de
eventos compuestos mediante el uso de la regla
de la suma.
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Evaluacion. Bloque 2

Reactivos 1y 2. Minimo comun multiplo y maxi-
mo comun divisor. En el primero, el alumno debe
obtener la descomposicion en factores primos del
numero 472 que es 2 X 2 X 2 X 59. Pida a los alum-
nos que verifiquen la descomposicion al multipli-
car los factores. Pueden utilizar calculadora.

En el reactivo 2, la situacion presentada implica
determinar cuantas horas después una persona
volvera a coincidir en la toma de sus tres medica-
mentos. Se puede determinar al calcular el mini-
mo comun multiplo de 2, 3y 4, que es 12, asi la
respuesta correcta es C.

Reactivo 3. Figuras geométricas y equivalencia de
expresiones de segundo grado y ecuaciones cua-
draticas. El alumno debe identificar la ecuacion
cuadratica que permite determinar las medidas
de la lona que plantea el problema: El perimetro de
una lona rectangular mide 30 m y su area, 50 m?.
La ecuacion es la opcion A, porque x(15 — x) = 50
se puede transformar en:

Expresiones (15x — x%) =50
algebraicas _ 5
equivalentes 15x = 50 + x

Aligualar a cero para resolver la ecuacion cuadratica:

Resolucion de
ecuacion
cuadratica

0 =50 + x2 - 15x
0=x2-15x+50

El trinomio al cuadrado se puede resolver factorizando:

0=Kx-10)x —-5)

De donde: (x, - 10) =0

Al despejar queda que x, = 10 puede represen-
tar el valor de la medida del largo de la lona y
0 = (x, — 5) por lo que x, = 5 puede representar el
valor de la medida del ancho de la lona.
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Se sugiere que de manera semejante se desarro-
llen las otras ecuaciones para que el alumno com-
prenda lo que representa cada situacion. También
pida que, antes de resolver, expliquen por qué
seleccionaron esas respuestas, de esa manera se
conoceran cuales son los aspectos del proble-
ma que lo llevan a elegir una u otra respuesta, asi
Como a conocer cuales son las caracteristicas de
las ecuaciones cuadraticas que distingue y cuales
no y los problemas al escribir una expresion alge-
braica equivalente (secuencia 11). Considere, ade-
mas, que en la resolucion por factorizacion de una
ecuacion cuadratica implicitamente esta vincula-
do el contenido que el alumno ha estudiado en
las secuencias 1, 2y 10. Por lo tanto, es importante
no limitarse en la revision de la respuesta correcta,
sino en indagar junto con el alumno de qué ma-
nera lo hizo para conocer realmente el progreso
que va logrando. Como puede observar, el cono-
cimiento matematico es acumulativo y progresivo,
por lo cual se puede describir como una espiral,
cuanta mas informacion se obtenga del proceso
que sigue un alumno al dar respuesta a un reacti-
VO, mejor podemos conocer cuales son sus forta-
lezas y debilidades y hacer los ajustes necesarios
en la planeacion de las actividades didacticas.

Reactivos 4, 5y 6. Poligonos semejantes. En el
reactivo 4 se espera que el alumno no requie-
ra de construir el triangulo semejante, sino que
interprete el dato que corresponde al valor de la
razon de semejanza y comprenda que la longitud
de cada lado del nuevo triangulo sera dos veces
y media la longitud de la medida original, respec-
tivamente. La respuesta correcta es la opcion B.
En el reactivo 5, el alumno requiere compa-
rar los triangulos para determinar cuales son se-
mejantes, lo que implica determinar cuales son
los lados correspondientes entre los triangulos y
luego determinar si las medidas de los lados son
proporcionales y cual es la razon de semejanza.
Un error comun de los alumnos es comparar so-
lamente los valores de las medidas de los lados
sin considerar la correspondencia. En este caso,
se debe considerar como referente comun el
vértice del angulo de 50° en cada triangulo y a
partir de él comparar las longitudes de los lados
correspondientes entre los triangulos.
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A partir de lo anterior, se puede observar que so-
lamente los triangulos B y D son semejantes.

Los dos triangulos del reactivo 6 son semejantes
por el criterio de semejanza AA, ya que se conoce
la medida de un par de angulos correspondientes
que es igual, 60°, por ser angulos alternos inter-
nos entre paralelas (los lados BA y DE) y el otro
par de angulos iguales son los que se forman con
los segmentos transversales que se intersecan en
el punto C, al ser angulos opuestos por el vértice.

Reactivos 7 y 8. Teorema de Pitdagoras. Para
determinar la distancia entre los puntos A (2, 3) y
B (6, 6), ubicados en un plano cartesiano, la ima-
gen muestra el triangulo rectangulo que se for-
ma y la hipotenusa f representa la distancia entre
los puntos Ay B, la cual es equivalente a la raiz
cuadrada de la suma de las areas de los cuadra-
dos formados por los catetos AC y BC. Entonces

AB=347132=316+9 = 25 = 5.

BC=3

AC=4 T

En el reactivo 8, para determinar la altura que
alcanza la escalera de 3 m de largo y cuyo pie
queda a 1 m de la pared, la altura corresponde a
uno de los catetos del triangulo rectangulo que
se forma:

=12+ 2
De donde:
32=32-12
a=1y32-12
a=+9-1
a=18
- Ex7D -

Va4 x Y2 =2 %32 =2.828427124 ~ 2.83
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Reactivos 9 y 10. Razones trigonomeétricas.
En el reactivo 9, la expresion que permite calcular
la medida de la hipotenusa del triangulo rectan-
gulo descrito es:

sen 30° — 1 _ catetoopuesto _ 1.05cm
~ 2 hipotenusa hipotenusa
1 _ 1.05am
2~ hipotenusa
. 1.05cm
hipotenusa = 1 =2.1cm
2
h
co
1.05 cm
30°
ca

En el caso del reactivo 10 el alumno debe consi-
derar que: cos A = ? CytanA =g =7, loque
significa que la hipotenusa mide 5y el cateto ad-
yacente mide 3 del triangulo rectangulo, enton-
ces, el cateto opuesto mide 4, siendo la opcion D
la respuesta correcta, tan A =

3
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Reactivo 11. Eventos mutuamente excluyentes.
Para identificar cuales son los eventos mutua-
mente excluyentes, se sugiere listar los resultados
posibles al lanzar tres monedas iguales al aire e
identificar cuales son los resultados favorables a
cada evento y cuadles tienen resultados ajenos.

Moneda | Moneda | Moneda
Eventos
1 2 3
Caen No apa-
recen
S S S e o caen
aguilas
A S S
Caen
S A S dos
soles
Cae uno
o mas
s S A soles
Caen
A A S menos
de tres
soles
Cae un
A N A ol
S A A
No cae
A A A ol

La segunda parte de la evaluacion esta integrada por
siete actividades. En la primera, las respuestas son:

MCD de 420, 630y 330 =2 x 3 x5 =30
mcm de 420,630y 330 =22 x 32 x5x7x11=13860.

En la segunda actividad, las tres expresiones al-
gebraicas equivalentes para representar el area
de las figuras geométricas son:

NP7 NP N 7 N 7 N
399 C{E)@F C{E)G% %’9@% ‘%E)G%
A% &‘O SO & % MO =

@}a c:’ s:’ Y
% vo SO & O

a)

Expresion 1 Expresion 2 Expresion 3
(2a + 3b) (2a + 3b) (2a +3b)? 4a%+ 12ab + 9b?
b)

Expresion 1 Expresion 2 Expresion 3
ag+pg+ap+a® | ga+pl+alp+a | al@+p+q +pg

Considere que pueden existir otras expresiones
algebraicas equivalentes.

Para la tercera actividad, una respuesta posible
es: (x+ 1)x+4) =x>+5x + 4.
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La figura geométrica puede cambiar de posicion, pero
la expresion en producto de dos factores es unica.

En la actividad 4, las raices que corresponden
son c), a) y b), de arriba hacia abajo.
4 X

1
X

Para la quinta actividad, una manera de determi-
nar cual es la representacion grafica es asignando
valores a la variable x en la expresion algebraica
de la funcion y = 3.14x2 + 9.42x.

Por ejemplo, x = 1, x = 5y x = 10. Asi se obtienen
los puntos (1, 12.56), (5, 125.6) y (10, 408.2), respec-
tivamente, que se ubican en la grafica del inciso b).

En la actividad 6, para encontrar la medida del an-
cho de un disco de superficie de 56.52, la expresion
algebraica de la funcion se convierte en la ecua-
cion: 56.52 = 3.14x? + 9.42x. Al igualar a cero, se
obtiene: 3.14x?+ 9.42x — 56.52 =0

3.14 X2 942 = 5652 0

3.14 3.14 3.14 3.14

x>+3x-18=0

Al factorizar la ecuacion cuadratica, se tiene:
(x+6)(x -3)=0.

Sielfactor (x + 6) = 0, entonces x, = 3. Si el factor
es (x — 3) = 0, entonces x, = —6.

De acuerdo con el contexto del problema, el va-
lor de la incognita representa la medida del ancho
del disco, es decir que debe ser un valor positivo;
la respuesta correcta es x, = 3.

La actividad 7 requiere calcular la media aritmé-
tica y la desviacion media de cada conjunto de
datos; los valores son:

o\
pisct @)

Caseta de
cobro B

Caseta de
cobro A

Llegan 25.6
automoviles

Llegan 27.5

Media aritmética L
automoviles

Desviacion
media

+5.8
automoviles

+7.7
automoviles

La respuesta de los incisos a) y b) es la caseta B.
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