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Presentacion

Este libro fue elaborado para cumplir con el anhelo compartido de que en el
pais se ofrezca una educacion con equidad y excelencia, en la que todos los
alumnos aprendan, sin importar su origen, su condicion personal, econdmi-
ca o social, y en la que se promueva una formacion centrada en la dignidad
humana, la solidaridad, el amor a la patria, el respeto y cuidado de la salud,
asi como la preservacion del medio ambiente.

El Libro para el maestro es una herramienta que permite articular cohe-
rentemente el plan de estudios y el libro de texto gratuito con los materiales
audiovisuales y digitales propios del servicio de Telesecundaria. Ademas,
es un referente util al maestro para planear los procesos de ensefianza y
aprendizaje, y asi obtener el maximo beneficio de la propuesta didactica del
libro para los alumnos.

Este libro esta organizado en dos apartados. El primero contiene orienta-
ciones generales relativas a la ensefianza de la asignatura, al enfoque pedago-
gicoy a la evaluacion formativa. El segundo esta integrado por sugerencias y
recomendaciones didacticas especificas, cuyo proposito es ofrecer al maes-
tro un conjunto de opciones para trabajar con las secuencias del libro de
texto gratuito. Dichos apartados pueden leerse de manera independiente
de acuerdo con las necesidades de los maestros e intereses de sus alumnos.

En su elaboracion han participado maestras y maestros, autoridades es-
colares, padres de familia, investigadores y académicos; su participacion
hizo posible que este libro llegue a las manos de todos los maestros de Te-
lesecundaria en el pais. Con las opiniones y propuestas de mejora que surjan
del uso de esta obra en el aula se enriqueceran sus contenidos, por lo mismo
los invitamos a compartir sus observaciones y sugerencias a la Direccion
General de Materiales Educativos de la Secretaria de Educacion Publica y al
correo electronico: librosdetexto@nube.sep.gob.mx.
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1. Elobjetode estudio

Durante las clases de
matematicas, los alumnos

de las matematicas,
Su pertinenciay
cdmo se aprenden

El objeto de estudio de las matema-
ticas en el tercer grado de secun-
daria, ydesdeluegoentelesecunda-
ria, es la resolucion de problemas
que implican factorizar numeros y
expresiones algebraicas cuadrati-
cas; analizary modelizar situaciones
que corresponden a relaciones fun-
cionales y a ecuaciones lineales y cuadraticas
sencillas; determinar el area de poligonos; apli-
car criterios de semejanza de triangulos, razones
trigonomeétricas y el teorema de Pitadgoras, asi
como calcular la probabilidad de eventos mu-
tuamente excluyentes y comparar los valores de
tendencia central, desviacion media y rango
de dos conjuntos de datos estadisticos.

Para aprender matematicas, ademas de apli-
car los conocimientos matematicos al resolver
problemas, también es importante propiciar el
desarrollo de las habilidades de razonamiento,
generalizacion y sintesis; promover actitudes y
valores como la perseverancia para encontrar la
solucion a un problema; aprender a escuchar los
procedimientos y resultados que otros propo-
nen; desarrollar la tolerancia para comprender
que hay diferentes procedimientos y maneras
de pensar; y aceptar el error cuando, con argu-
mentos validos, un compafiero demuestra que
la forma en que se resolvid un problema es la
mejor, bien sea porque hay estrategias mas efi-
cientes, porque el tipo de valores que se tomo
produce respuestas numéricas diferentes, por-
que el procedimiento seguido es parcialmente
correcto o porque la respuesta obtenida no es
la acertada, entre otras situaciones que pueden
presentarse.

Esas son algunas de las razones que facilitan
la comprension de por qué las matematicas for-
man parte de la educacion basica; su alto valor
informativo y formativo justifica la pertinencia

Desarrollan actitudes
y valores

Desarrollan habilidades

Construyen conocimientos
matematicos

de su inclusion en el plan y los programas de
estudio.

Por otra parte, las herramientas matematicas
que adquiriran los alumnos les permitiran resol-
ver problemas de la vida cotidiana en ambitos
sociales, cientificos y tecnoldgicos. Ese conjun-
to de conocimientos, habilidades, actitudesy va-
lores contribuye a desarrollar un pensamiento
de alto nivel, como el razonamiento deductivo
e inductivo mediante el estudio de la geometria;
o el pensamiento numérico y algebraico, que
ayuda a modelizar situaciones, simbolizarlas y
manipularlas para obtener un resultado; o el ra-
zonamiento estocastico, que se fortalece con el
estudio de la probabilidad y la estadistica.

A lo anterior hay que agregar una razoén mas:
las matematicas constituyen una parte de la cul-
tura que los jovenes tienen derecho a conocer
y que requieren para integrarse a la sociedad del
conocimiento; ademas, les permite compren-
der y valorar que la educacion puede ayudar a
crear un mundo sostenible, equitativo y pacifico.!

De acuerdo con el enfoque de resolucion de
problemas, se aprende matematicas al solucio-

! De acuerdo con la Agenda Mundial de Educacion 2030
y tomando como referencia el documento de "Educa-
cion para los Objetivos de Desarrollo Sostenible. Objeti-
vos de aprendizaje’, publicado en 2017 por la Organiza-
cion de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia
y la Cultura (Unesco).

(X el
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Razones de la pertinencia de ensefiar matematicas

Con las herramientas

matematicas se Elestudio de Es parte de la

resuelven problemas las matematicas cultura a la que

de la vida cotidiana desarrollg el las nuevas

y de ambitos razonamiento generaciones
de los alumnos tienen derecho

cientificos, sociales
y tecnologicos

nar problemas que permitan usar conocimien-

2. En la siguiente grafica se muestra el flujo del cambio en las horas con luz solar du-

tos preVIOS, pero que’ a la VEezZ, requ|eran un es- rante los 365 dias de 2019 en cuatro ciudades del mundo. Respondan las preguntas
g .. . con base en los datos que aparecen en ella.

fuezo cognitivo adicional que obligue a buscar R -

nuevas estrategias de resolucion y a construir \ felmndacndlzne

nuevos conocimientos.
Por ejemplo, en la secuencia 5, “Funciones 17,
particularmente en la sesion 1, para introducir el

concepto de relacion funcional se incluye una _ }@Q
reflexion sobre las horas de luz solar en distintos “ I

lugares. El hecho corresponde a un fenémeno i -

fisico de nuestro planeta, el cual se puede analizar ‘ —

a partir de la observacion, el registro, la organi- T

zacion y la comparacion de los datos. D I

Dias del afio
Fuente: https:/bitly/2HZFOus

= Para empezar

= Manos alaobra

La duracion del dia, al igual que la de la noche, depende de la época del Horas de luz solar en distintos lugares de México y del mundo

afio y de la parte del mundo en la que nos encontremos. Esto se debe 1. Trabajen en pareja. Analicen la siguiente gréfica del registro de la cantidad de horas

a que, como sabes, la Tierra efectia un movimiento de traslacion con luz solar diarias en la ciudad de Tijuana durante 2019. Después respondan lo

alrededor del Sol y otro de rotacion sobre su propio eje, que tiene que se pide

cierta inclinacion respecto al Sol. ;Qué tiene que ver esto con la uracién de la luz s

Gréfica | D

duracién de los dias o la diferencia de estaciones a lo largo del ano? 1 Tijuana en el afic

Si se registrara durante un afo la cantidad de horas de luz solar que

hay diariamente y se graficaran los datos, ;qué forma tendria la gra-

fica? ;Seria una linea recta o una curva? En esta secuencia aprenderas

a analizar casos de variacién de manera cualitativa mediante la lectura e
interpretacion de gréaficas o tablas que representan diferentes sucesos.

Horas de luz solar

En este caso, la primera actividad trata de la

Olene 01febrero Olmarzo Olabrl Olmayo Oljunio Oljulio Olagosto Olsep  Oloct  Olnov  Oldic

lectura e interpretacion de una grafica de linea Dias delafo
que da lugar a la segunda actividad, en la que
los alumnos deberan interpretar varias grafi-
cas de linea que muestran los registros de otras pectos de una situacion que se observan para

Fuente: https://bitly/2HZFOus

ciudades. comprender las relaciones que hay en un con-
Ambas actividades tienen la finalidad de que junto y en la comparacion entre los conjuntos
los alumnos analicen la relacion entre dos as- de datos.
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En la siguiente sesion, los alumnos
deberan destacar que uno de los atri-
butos de la relacidon entre los datos es
la de dependencia, y que la lectura e
interpretacion de las representaciones

4. Engrupo, y con apoyo del maestro, comenten: ;por qué a cada fechay a ca-
da ciudad sdlo les corresponde un dato de duracion de horas en la grafica?

5. Junto con su maestro, lean y comenten lo siguiente.

En las graficas y en las tablas de valores suele presentarse

graficas y tabulares permiten identifi-
carla. Este tipo de reflexiones quedan a
cargo de los alumnos y deben ser pro-
movidas por el docente.

o

A4 Ol

Sesion Diaadia \
2

. Trabajen en pareja. Consideren las gréaficas de la sesién anterior para completar la
tabla de abajo. Anoten la duracion aproximada del dia en las fechas solicitadas para
cada ciudad

Tijuana 10h 12h

11hy30

Canciin 11h
minutos

a) ¢Qué duracion tiene el dia mas largo en Tijuana? Y, ;en Cancuin?

¢Ocurre en la misma fecha para ambas ciudades?

b) (A qué se debera que las graficas de Tijuana y Cancun, aun estando en México,

no tengan el mismo comportamiento?

Al trabajar en pareja o en equipo se promue-
ve el trabajo colaborativo, momento en el que
los alumnos tienen la primera oportunidad de
expresar sus ideas y enriquecerlas con las opi-
niones de los demas. Este tipo de interaccion les
permite apoyarse mutuamente, pues es probable
que algunos no hayan entendido el problema o
no encuentren por si solos el camino para llegar
a una solucion, y que se enriquezcan las formas
de comprender e iniciar la resolucion de un de-
terminado problema. Es un momento en que el
apoyo entre pares es de suma importancia, de-
bido a que muchas veces el alumno comprende
mejor cuando un companero le explica.

Después de la resolucion de algunas activida-
des, se sugiere hacer una puesta en comun. Esta
parte de la sesion es coordinada por usted y es
fundamental para que los alumnos profundicen
sus reflexiones, desarrollen habilidades de co-
municacion y fomenten actitudes y valores.

Como se puede observar, en el caso de las ac-
tividades 4y 5 de la sesion 2, “Dia a dia”, de la se-
cuencia 5, hay una pregunta y una formalizacion
que centra la discusion.

En otras ocasiones podria ocurrir que, durante
la puesta en comun, los alumnos comparen sus
resultados y los procedimientos que utilizaron
para encontrarlos, e identifiquen que hay dife-
rentes caminos para resolver un problemay que
algunos son mas directos que otros. La puesta
en comun es también el momento en que se
identifican errores y se analiza de donde pueden
surgir: una operacion mal efectuada, una lectu-
ra equivocada del problema o la aplicacion de
una técnica que no es adecuada para resolver el
problema en cuestion. De esta manera, el error
se convierte en una fuente de reflexion, analisis
y aprendizaje.

2. Enfoque didactico de Matematicas

La resolucion de problemas es una meta vy, al
mismo tiempo, el medio para aprender mate-
maticas. Es una meta porque se pretende que, al
finalizar la educacion basica, los alumnos sepan
aplicar los conceptos, las técnicas y las habili-
dades matematicas desarrolladas para resolver

Aspectos generales del enfoque de resolucion
de problemas y el libro de texto

Resolucion
de problemas

Meta de
aprendizaje
de las
matematicas

Medio para
aprender
los contenidos
matematicos

(X el




cualquier problema que lo requiera. La resolu-
cion de problemas es también un medio que les
permite analizar, discutir y planear estrategias de
resolucion, lo cual les servird para construir co-
nocimientos y desarrollar habilidades.

2.1 Aspectos generales de la
ensefianza de Matematicas

a) Como se construyen las situaciones didacticas
de la asignatura

Una situacion didactica abarca el escenario de
la clase en su conjunto, incluida la actividad que
sirve como medio para el estudio, el grupo de
alumnos y el profesor.?

Actividad
N
Situacion
didactica
X S
Maestro Alumnos

El punto de partida para que los alumnos es-
tudien y aprendan matematicas estd en propo-
nerles actividades que despierten su interés y
favorezcan su reflexion. En el libro de texto, las
actividades se disefiaron con base en los apren-
dizajes esperados seflalado en el programa de
estudios, y algunas de las actividades se situan en
contextos de la vida real, es decir, se toman de
diversas areas en las que los conocimientos re-

2 Enelmarco de la teoria de las Situaciones Didacticas de-
sarrollada por Guy Brousseau. http://www.udesantiago
virtual.cl/moodle2/pluginfile.php?file=%2F204043
%2Fmod_resource%2Fcontent%2F2%2F287885313
-Guy-Brousseau-lniciacion-al-estudio-de-la-teo
ria-de-las-situaciones-didacticas-pdf.pdf.
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queridos tienen alguna aplicacion; sin embargo,
otros se dan en el campo de la propia discipli-
na, en la que hay una gran variedad de proble-
mas que resultan verdaderos desafios para los
alumnos.

Un ejemplo de un problema de la vida real
estd en la sesion 3, “Calentadores solares” de
lasecuencia 7, "Razones trigonomeétricas 1", enla
que, para resolverlo, los alumnos deberan po-
ner enjuego diversas estrategias que quiza ya
conozcan, y que les brinda la oportunidad de
aprender otras formas de llegar al resultado y
elegir la que les resulte mas accesible.

dato, completen la siguiente tabla.

Largo del calentador solar Altura del calentador solar
m=]
Dato interesante |;_) (m) (Q)]

Los calentadores
solares son
inocuos para el
medio ambiente
porque no emiten
contaminantes, jy
fueron inventados
hace méas de un
siglo!

mismo o varia?

calentador solar sea la mitad de la medida que tiene de largo. Con base en este

b) El angulo de inclinacién de los calentadores solares indicados en la tabla, ¢es el
Argumenten su respuesta.

N

a) Para la Ciudad de México se recomienda que la altura a la que se coloquem

Un ejemplo de problema puramente mate-
matico son los que se plantean en la sesion 2 de
la secuencia 1, "Mdultiplos, divisores y numeros
primos”.

4. Trabajen en equipo. Completen la tabla y asegurense de que no les falta ningtn

factor o divisor. Después contesten las preguntas.

e s
o divisores del nimero o divisores son en total?
40
64
23

81

67

60

Algunos nuimeros sélo tienen dos o

distintos: el 1y él
mismo. Estos nimeros se conocen como -
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Algunas actividades implican situaciones ludi-
cas, como ocurre en la sesion 1, “Divisores de un
numero”. Los juegos tienen la ventaja del des-
cubrimiento, en particular cuando son de es-
trategia. Para encontrar la opcion ganadora, se
deben comprender los componentes del jue-
go, el tipo de movimientos o la forma de ac-
tuar, el objetivo y la manera de ganar. Para trazar
un plan al buscar una estrategia hay que llevar
a cabo una serie de pruebas. Luego se deben
poner en practica las estrategias, seleccionar
las ganadoras y comprobar la validez de sus
conjeturas.

n.

63

ks " "

por ejemplo, en las situaciones que se proponen
en el trayecto formativo de las secuencias 7.
“Razones trigonométricas 1%, 16. “Razones tri-
gonomeétricas 2"y 25. “Razones trigonomeétricas
3", respectivamente, en particular al dar sequi-
miento al contexto relacionado con las escale-
ras de mano. Asi vemos que en la sesion 4 de la
secuencia 7, los alumnos trabajan con una si-
tuacion en la que una escalera esta recargada
en una pared y se representa mediante un trian-
gulo rectangulo, para luego introducir implicita-
mente el coseno de un angulo. Posteriormente,
en el bloque 2, en la sesion 1 de la secuencia

= Manos a la obra

La pulga y las trampas

16, se inicia el trabajo para

Divisores de un nimero

0 1 2 3 4 5 6 7 8

establecer formalmente las
razones trigonomeéetricas: se-
’ no, coseno y tangente. Y, fi-
nalmente, en la actividad 3,

. ReUnete con tres companeros parajugara “La pulgay las trampas” hasta el nimero 54. 207 19

Utilicen el tablero que aparece en el recortable 1 de la pagina 271.

18

inciso ¢), de la sesion 3 de la
" secuencia 25, los alumnos

a) Elijan a un jugador que ponga una trampa sobre uno de los nimeros de la linea
del tablero; los demds hardn saltar a la pulga
b) Antes de hacer saltar a su pulga, cada jugador debe decir la longitud que eligio

» haran un proceso inverso:

para sus saltos: de dos en dos, de tres en tres, de cuatro en cuatro, de cinco en

cinco o de seis en seis.

dado el valor de alguna de

) Sila pulga es atrapada, se la queda quien puso la trampa. Si no cae, la conserva 4 45

quien la hizo saltar.

A4 Ol

d) En la siguiente ronda, otro jugador pone la trampa. Y contintan asi hasta que

todos hayan colocado trampas. Gana quien obtiene mas pulgas.

-

las razones trigonomeétricas,
s determinaran el angulo de
= inclinacion.

o—0—0—0—0—¢
60 59 58 57 56

En “La pulga y las trampas’, el jugador que
pone las trampas debe pensar en qué numeros
es conveniente colocarlas para que los otros ju-
gadores caigan y no puedan avanzar. Por lo ge-
neral, en un principio los alumnos seleccionan
numeros pares pequenos, pero debe pedirles
que piensen, por ejemplo, en bloquear el avan-
ce de quienes saltan de 7 en 7. En el caso de los
otros jugadores, deben considerar el tamario de
los saltos, de manera que puedan librar las tram-
pas. Estas reflexiones permitiran a los alumnos
pensar en divisores y multiplos.

Es importante destacar que las actividades de
estudio conforman secuencias que aumentan
gradualmente su nivel de dificultad. Median-
te ellas, los alumnos van conociendo técnicas
cada vez mas potentes y conceptos que forman
parte del lenguaje propio de la asignatura, lo
que les permite avanzar en la construccion del
conocimiento matematico, como se observa,

Escaleras de mano

1. Trabajen en pareja Obiserver |2 magen te Ung escdbora fecargadd e una pared

a) Imagiren que la escalera e 1a Imagen se desliza hadia el frente; completen la

tabla en funoon de lo gue pasarta. Lisen |as squlentes etiguetas

aumenta chsminiiye yuetla igual

10;
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® Manosa la obra

£Qué cambia y qué no cambia?

1. Trabajen on pareja. En |a secuencla 7 28 ullizd la Imagen de una escaléra recargada en

una pared, la cual podia representarse mediante un trianguln rectangulo.

b) El papel de los conocimientos previos

Un criterio importante en la elaboracion de las
secuencias didacticas ha sido que los alumnos
entiendan qué se busca con cada actividad y
adonde se quiere llegar sin que se les diga codmo
hacerlo. Esto ultimo es su responsabilidad vy, a

£Cuanto mide el angula?

. Trabajen en pareja. En la secuencia 7 se dio que la mclinacon a la gque dabe colo-
carse un calentador solar depende de la latitud del lugar y del largo el calentador

Recuerdén gue el colector es |a parte de los tubos del calentador solar

S Latgo del eolectar

Angulo de inel

siones de segundo grado 1", debido a que los
alumnos deben encontrar primero expresiones
algebraicas que corresponden al perimetro de
los vitrales rectangulares, como lo estudiaron
en los grados anteriores. En seguida, se les pide
expresar el area de esos vitrales.

la vez, su mérito cuando han
logrado obtener un resulta- K
do, aunque no necesariamen-
te sea el que se esperaba. Para
ello deben apoyarse en lo que
ya saben hacer, en los cono-
cimientos previos que les per-
miten entender el problema
y quiza vislumbrar alguna via
de resolucion.

Muchas veces, sin embar-

® Manos a la obra

Los vitrales

1. Trabajen en pareja para contestar lo que se indica. Hilda elabora vitrales.
Uno de ellos se muestra en la imagen.
a) Segun las medidas del vitral, ;qué forma tiene?
b) Escriban una expresion algebraica que represente el perimetro del vitral.

mym )

c) (Qué expresion algebraica representa el drea que ocupa la superficie
del vitral?

g e

d) (Sonequivalentes las expresiones que escribieronenb)y c)?

go, esos conocimientos no
son suficientes para llegar al

Justifiquen su respuesta. j

resultado y, por tanto, sera
necesario que echen mano
de algo mas, quiza de la adaptacion de una
técnica conocida, o que busquen otra que res-
ponda a las nuevas condiciones, o que modifi-
quen o amplien una idea que deja de ser cierta
para todos los casos. Esto sucede en la mente
de un alumno cuando se embarca en la resolu-
cion de un desafio, lo cual conforma el acto de
aprender matematicas y de aprender a aprender.
Se espera que asi ocurra al resolver las activi-
dades propuestas en la sesion 1 de la secuencia
3, "Figuras geométricas y equivalencia de expre-

Se espera que observen que las expresiones
algebraicas equivalentes que representan el
area de los vitrales implican el producto de la
medida del largo del vitral por la medida del an-
cho. Y que no pueden corresponder a la suma
de las medidas de los lados para obtener el
perimetro, dado que el area considera dos di-
mensiones y el perimetro solamente una. Esa
esencia debe quedar reflejada en la expresion
algebraica. De ahi que, por ejemplo, en la acti-
vidad 1 de la sesion 1, al expresar el perimetro
del vitral se tenga:
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c) El papel de los intereses de
los alumnos para el aprendi- \
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[+ (x4 3]+ x4 (x +3)] = . \
. Trabajen en equipo. Preparen tarjetas iguales a la que se muestra a la izquierda para
2[X + (X + 3)] = 2X + 2(X + 3) - realizar una encuesta a sus compareros de grupo o
ix +62X + 2(3) =2+ 2X+ 6= {C: 1. Género 2. Estatura en cm de la telesecundaria, seguin el nimero de estudian-
X+ tes que haya.
C 3. Colorde cabello. . Taullade calzado S?Io co:sideran adecuado, incluyan alguna pre
Mientras que el area del vitral C - Hoy, ¢cudl es una de tus preocupaciones? gunta que les permita obtener datos sobre otro as-
Se€ expresa CoOomao: C & C‘:”emtum,uerszt‘j;a due pecto que les interese conocer relacionado con sus
e gustaria estudiar
C companeros, grupo, escuela o comunidad.
X(x +3) =x(X) + x(3) = x2 + 3x
6. Entreguen una tarjeta a cada compafero para que la completen. Posteriormente,
con las respuestas registradas, formen una base de datos. Pueden elaborarla en su

cuaderno o en una computadora. Los datos que obtengan los usaran en la sesion 3.

zaje de Matematicas

La escuela y los docentes tienen la responsa-
bilidad de que los intereses de los alumnos se
enfoquen en las actividades de estudio que ha-
cen cotidianamente. Es cierto que el ambiente
familiar y el medio social en el que los alumnos
conviven influyen en buena medida en el inte-
rés de aprender, y la escuela y el aula son lu-
gares propicios para orientar los intereses hacia
el trabajo intelectual. El gran reto para la escue-
la y los maestros es cambiar la clase magistral
y el gjercicio memoristico por un espacio en el
que los alumnos interactuen con el problema
y se establezca entre ellos un ambiente de tra-
bajo colaborativo, con la finalidad de encon-
trar procedimientos y resultados que pondran a
consideracion de sus comparieros y analizaran
con el apoyo del docente. Por ejemplo, en las
actividades 5y 6 de la sesion 1 de la secuencia
26, "“Tendencia central y dispersion de

dos conjuntos de datos 2°, se es-
pera que sea de interés de los
alumnos senalar y registrar al-
gunas de las situaciones que

les preocupan y que las con-
trasten con lo que reportan

los informes de las encuestas

que han analizado en la sesion

3 de la misma secuencia.

Sin duda, en cualquier grupo de
alumnos hay diferencias a las que hay
que estar atento para evitar el desinterés
y el rezago, pero eso no significa que
cada alumno requiera de una actividad
diferente.

Se

ideas

comparten

Las diferencias entre los alumnos surgiran; no
obstante, se trata de que, ante un mismo pro-
blema, cada alumno o equipo de alumnos lo
resuelva apoyandose en los conocimientos con
que cuenta. En la puesta en comun se discuteny
analizan estos diferentes procedimientos.

Aunque cada alumno construye los conoci-
mientos a su manera, la clase es un espacio so-
cial en el que las interacciones entre alumnos
y maestro tienen un papel fundamental para
compartir ideas, formular argumentos y explica-
ciones, tomar acuerdos y resolver desacuerdos,
analizar, reflexionar y asimilar errores o concep-
tos equivocados; es el espacio idoneo para que
los alumnos aprendan y se interesen por apren-
der cada vez mas y desarrollen habilidades, acti-
tudes y se apropien de valores, como el respeto
a quien presenta puntos de vista diferentes.

La clase
es un espacio
social
en donde:

Se dan
explicaciones

Se Se
formulan resuelven
argumentos acuerdos

Se
toman

cherdos
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d) El error en el aprendizaje, los procesos de
aprendizaje, el acercamiento al conocimiento
convencional

Cuando se piensa en un grupo de alumnos que
interactua con un problema para tratar de en-
contrar alguna via de resolucion y un resultado,
es muy probable que se cometan errores. Estos
forman parte del proceso de estudio, y en vez
de ocultarlos, dejarlos de lado o, peor aun, pe-
nalizarlos, deben plantearse al grupo para ser
analizados y buscar entre todos el razonamien-
to que hubo detras de ellos. Muchas veces se
deben a una interpretacion equivocada de lo
que dice el problema; otras, a carencias de los
alumnos. Lo importante es identificar las causas,
en qué parte del proceso se originan y de qué
manera se pueden superar.

Forma parte

del proceso | B
de estudio
o —
(@)
El error o
(@)
o

Puede usarse
como fuente de
aprendizaje }

No todos los errores merecen ser analiza-
dos y discutidos. Hay algunos casuales, como
poner una cifra por otra cuando se escribe una
cantidad, o dejar de lado una cantidad al su-
mar varias; basta con sefalar esos errores en el
momento.

Sin embargo, si es importante que se anali-
cen colectivamente los errores conceptuales o
de procedimiento, poniendo en juego los argu-
mentos de los propios alumnos y con las aclara-
ciones necesarias del docente, con el fin de que
se conviertan en fuente de aprendizaje. Para lo-
grarlo, se requiere crear en el aula un ambiente
en el que los alumnos no se sientan incobmodos
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ni se inhiban cuando cometen un error; esto es,
que el error no sea visto como algo reprobable.

e) Aprender a aprender en Matematicas

¢;Qué significa aprender a aprender en general,
y en particular en Matematicas? En primer lugar,
aceptar que para aprender es necesario estu-
diar, lo que implica pensar, observar, analizar, for-
mular hipotesis, razonar, tomar decisiones. En
suma, usar la inteligencia para conocer algo que
no se sabe. Bajo esta premisa, es de esperarse
que lo que se aprende se convierta en un saber
funcional, con vida propia y que se pueda usar,
incluso de manera automatica, para conocer
mas y lograr otros saberes. Esto es lo que signi-
fica aprender a aprender.

En el caso particular del estudio de los temas
del eje Numero, algebra y variacion, las siguien-
tes recomendaciones contribuiran seguramente
a que los alumnos vean las matematicas como
una disciplina util ademas de interesante; permi-
tiran atender el enfoque integrador que se da en
el libro al tratamiento de los temas, al conectar-
los con los de los demas ejes de la asignatura y
con otros campos del conocimiento, y facilita-
ran el avance en espiral de los contenidos mate-
maticos a lo largo del ciclo secundario.

Un ejemplo sencillo es el siguiente: si en un
primer momento se pide a los alumnos que
enumeren el cero y los primeros 10 numeros
naturales que al dividirse entre 5 tengan 3 como
residuo, sus respuestas seran: 3, 8, 13, 18, 23, 28,
33, 38, 43y 48, y podran enunciar la regularidad
O patron que se percibe en esta lista ordenada
de numeros.

Mas adelante se les puede pedir que repre-
senten de manera general esa lista de numeros
y, entonces, sera necesario reconocer el patron,
diferenciando entre lo que varia y lo que per-
manece constante. Simbolizaran con una literal
lo que varia e indicaran su multiplicacion por 5
para obtener, por ejemplo, 5n, y la expresion ge-
neral 5n + 3. Y si la lista ordenada de numeros se
alargara, la pregunta podria ser: ;qué posicion
ocupa en esa lista el numero 428? Ahora los
alumnos se familiarizaran con una herramienta
fundamental en la resolucion de problemas al-
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gebraicos: la ecuacion. En este caso, escribiran
la ecuacion 5n + 3 = 428.

Esta ultima cuestion permite que los alumnos
perciban una relacion funcional entre los nume-
ros de esa lista y la posicion que ocupan en ella,
relacion que podran expresar algebraicamente
como y = 5x + 3, donde la literal y representa el
numero en cuestion y x la posicion que ocupa
en la lista. Un asunto en que se insiste en tercer
grado es comprender la diferencia entre los dos
conceptos anteriores: la ecuacion y la funcion.

Si los alumnos pueden explicar lo que repre-
sentan las literales en cada caso, comprenden
esa diferencia: en las ecuaciones la literal (o in-
cognita) representa un numero limitado de va-
lores, uno en las ecuaciones lineales y dos en
las cuadraticas. En la ecuacion lineal anterior,
5n + 3 = 428, la literal n representa el valor 85,
que es la posicion que ocupa el 428 en la lista de
numeros ordenados.

En el caso de las funciones, a las literales se les
llama variables, porque el valor de una de ellas
depende de la regla de correspondencia que tie-
ne con el valor de la otra. En la funcion lineal
y =5n + 3, el valor de la variable y depende del
valor de la variable x (en cada posicion x hay un
numero distinto y). Este hecho se percibe tam-
bién en las graficas de las funciones lineales y
cuadraticas.

En esta sencilla actividad hemos visto que el
algebra desempefia un papel integrador dentro
del eje Numero, algebra y variacion.

Se recomienda, ademas, como lo sugiere el li-
bro, utilizar en el aula los modelos geométricos,
empezando con los rectangulares, para dar sen-
tido a las expresiones algebraicas: polinomios si
se trata de representar las medidas de los lados,
perimetros, areas o volumenes; y ecuaciones,
para calcular valores desconocidos del modelo
geométrico si se conoce el valor del perimetro
o del area o del volumen; y relaciones funciona-
les al dinamizar la situacion cuando se explora
lo que sucede al variar una de las medidas del
modelo en funcion de otra.

Finalmente, se debe considerar que la resolu-
cion de un problema o una situacion no termina
cuando los alumnos dan la respuesta aritmética
o algebraica, por citar dos tipos de respuestas.
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Conviene abrir un paréntesis en clase para pro-
vocar una discusion sobre las implicaciones de la
situacion o del problema, por ejemplo, si se trata
de un contexto econdmico o ambiental, y sobre
las medidas de prevencion correspondientes, si
se trata de un problema de salud, entre otros.

2.2 Condiciones en el aula para
la ensefianzay el aprendizaje
de Matematicas

Concebir el aula como un espacio social en el
gue se construye conocimiento tiene varias im-
plicaciones. Algunas son competencia de la es-
cuela, otras del docente y otras de los alumnos.
A la escuela le corresponde propiciar y organizar
el intercambio de experiencias entre los maes-
tros a través de la observacion de la clase entre
companeros o el analisis de casos en las reunio-
nes de Consejo Técnico Escolar. La ensefianza
de las matematicas con el enfoque de resolu-
cion de problemas debe ser un proyecto de es-
cuela. Por lo tanto, es de vital importancia que
haya continuidad de un grado a otro para que,
cuando los alumnos pasen al siguiente grado es-
colar, no se pierda el trabajo desarrollado por un
maestro que aplica este enfoque.

El aula como
espacio
social

Tiene
implicaciones
que
competen a

La escuela

El docente
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Asimismo, se requiere impulsar una cultura
escolar en la que el tiempo destinado a la cla-
se sea intocable, esto es, que se ocupe funda-
mentalmente en actividades de estudio. Tanto
los alumnos como el docente deben estar con-
centrados en la tarea que hacen los alumnos al
buscar alternativas para resolver el problema
que se les planted, mientras el docente observa
lo que hacen y escucha lo que dicen, plantea
preguntas o aclara dudas para que los alumnos
avancen. Es recomendable que el maestro se
mantenga en el aula durante las sesiones y no
sea interrumpido por otro maestro, el director o
algun padre de familia.

A los docentes les corresponde, sin duda, la
responsabilidad mayor para que el aula sea un
espacio social de construccion de conocimien-
to. En primer lugar, son los encargados de pla-
near las actividades que se van a proponer a los
alumnos. Aunque éstas se encuentran en el libro
de texto, es necesario que el docente estudie y
lea las sugerencias correspondientes en el libro
para el maestro. Estas dos acciones le daran ele-
mentos para saber cual es la intencion didactica
de las actividades, las dificultades que pueden
encontrar los alumnos, los posibles errores y, en
general, la manera de hacer adecuaciones y
guiar el proceso de estudio.

Junto con la puesta en marcha de actividades
de estudio, al docente le corresponde implemen-
tar y ser consecuente con las normas de carac-
ter didactico que los alumnos asumiran poco
a poco para ser participes de un clima de con-
fianza y respeto mutuo, pero también de ruptura
con los canones que se han establecido a través
del tiempo en las sesiones de matematicas.

Le recomendamos que convierta el aula en
un espacio para dialogar, compartir ideas, discu-
tir, analizar y establecer acuerdos sobre la tarea
que se haga. A usted le corresponde provo-
car la interaccion entre los alumnos al organizar
las tareas en parejas o0 en equipos, permitiendo
que compartan interpretaciones del problema
planteado, estrategias de resolucion y acuer-
dos para compartir y confrontar con los demas
companeros.

Una vez que la mayoria de los alumnos lleguen
a ciertos resultados, usted sera el responsable
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de organizar la interaccion con el resto del gru-
po, a fin de que compartan ideas, analicen pro-
cedimientos diferentes, discutan la pertinencia
de los resultados y lleguen a conclusiones que
formaran parte de la memoria de la sesion; es
decir, que se conviertan en conocimientos que
tanto los alumnos como el maestro pueden traer
a primer plano para que sean utilizados en otras
tareas.

Igualmente, usted debera estar al tanto de los
progresos y rezagos de los alumnos y, en el se-
gundo caso, buscara las estrategias necesarias
para superar las dificultades y lograr avances. Es
decir, debera hacer ajustes a su planeacion de
acuerdo con las situaciones que se vayan pre-
sentando en el grupo, ya sea para retroalimentar,
regresar O avanzar mas en los conocimientos
estudiados.

Esta también es una forma de evaluacion de
la cual se hablara mas adelante; sin embargo, es
importante resaltar que no se limita a vigilar el
desempefio de los alumnos, es necesario que
reflexione acerca de las actividades que plantea
al grupo y de su actuacion como organizador de
las tareas y el aprendizaje de sus alumnos. Por
ejemplo, debe preguntarse y reflexionar en tor-
no a si las actividades resultaron muy faciles o
muy dificiles, si lograron despertar el interés de
los alumnos, o bien, si es necesario hacer algun
cambio. La mejor manera de saber si una activi-
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dad es adecuada para el grupo y provoca la re-
flexion y el interés de los alumnos es llevandola
al aula, lo cual permite hacer las adecuaciones
pertinentes.

A los alumnos les corresponde pensar y pro-
ducir ideas para solucionar los problemas que se
les plantean; intercambiar sus ideas en equipo
asumiendo una responsabilidad compartida; de-
fender sus puntos de vista y aprender a escuchar
y aceptar las ideas de sus compafieros; recono-
cer las dificultades que tienen y tratar de supe-
rarlas con ayuda de otros.

También sabran que su responsabilidad no
es solo encontrar respuestas, sino verificar que
sean correctas, esto es, deben comprobar que
responde a lo que plantea el problema. De igual
forma, aprenderan que algunos problemas no
tienen solucion y, por lo tanto, no se veran
forzados a encontrarla. Sabran que a veces fal-
tan datos para contestar, o sobran datos y no
necesariamente se tienen que usar todos, asi
como que podria haber varias respuestas plau-
sibles.

En general, se espera que los alumnos asu-
man una actitud participativa en las sesiones,
pensando, comentando con sus compaferos
las ideas y estrategias que consideran les ayu-
daran a resolver el problema planteado y, por
otra parte, exponiendo y explicando sus razona-
mientos al resto del grupo. También aprenderan
a escuchar las ideas de los demas para enrique-
cer o cambiar las propias. Asimismo, sabran que
la interaccion con sus companeros y con usted
se debe desarrollar en un marco de respeto y
compromiso con la tarea que estan llevando a
cabo.

2.3 La evaluacién

La evaluacion estd fuertemente vinculada al
proceso de estudio y consiste en recabar infor-
macion, de manera permanente y continua, so-
bre el desempefio de los alumnos y del propio
docente, asi como sobre la pertinencia de las
actividades de estudio, con la finalidad de emitir
juicios y hacer lo necesario para mejorar lo que
se evalua.
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Como se plantea una forma diferente de acer-
car a los alumnos al conocimiento, se hace ne-
cesaria una manera distinta de evaluar. En este
sentido, la evaluacion deja de ser equivalente a
la aplicacion de uno 0 mas examenes para asig-
nar una calificacion que ineludiblemente lleva el
sello personal de cada docente.

a) Evaluacion inicial: Punto de partida

El libro de texto presenta una propuesta de eva-
luacion denominada Punto de partida, la cual
tiene la finalidad de que el docente cuente conun
referente del conocimiento inicial de sus alum-
nos,para que identifique algunos de los conteni-
dos que aun estan en proceso o que representan
mayor dificultad, y pueda buscar y ofrecer alter-
nativas a los alumnos que les permitan avanzar.
Si usted considera que el instrumento es in-
suficiente para las finalidades sefialadas, elabo-
re su propio instrumento. Para ello se hacen las
siguientes recomendaciones generales:

e Incluir datos de identificacion: nombre del
alumno, del docente y fecha de realizacion.

e Indicar el tipo de evaluacion.

o Ultilizar instrucciones claras y explicitas.

e Incluir preguntas, situaciones o problemas en
los que se consideren conocimientos y habi-
lidades que el alumno debiera tener con base
en los aprendizajes esperados para el grado
anterior.

e Dar a conocer al alumno el resultado de la
evaluacion con observaciones y recomenda-
ciones puntuales.

Es importante que el alumno se percate de su
desempefio medido con este instrumento, con
la finalidad de que conozca donde se encuentra
en ese momento y valore los avances que vaya
teniendo a lo largo del curso.

b) La evaluacion formativa como parte del pro-
ceso de estudio

La evaluacion formativa se lleva a cabo median-
te la observacion y registro de notas durante el
desarrollo de las actividades de estudio. En ella
se involucran los alumnos y el docente. Su fina-
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lidad es promover la reflexion, tanto del maestro para que los alumnos se vean en la necesidad de
como de los alumnos, sobre los avances en el usar tal o cual procedimiento? ;Qué tipo de
aprendizaje. Se parte de las intenciones didac- apoyos necesitan los alumnos para avanzar?
ticas, en las que se considera que sea utilizado Son dos preguntas que hay que tener presentes
determinado recurso al resolver un problema en todo momento para que el trabajo que los
(concepto, procedimiento o técnica). Suele su- alumnos realizan, bajo la direccion del maestro,
ceder que los alumnos no usen la herramienta tenga una finalidad clara y puedan hacerse, a
matematica que se espera y esto es motivo de tiempo, los ajustes necesarios para que mejoren
evaluacion, tanto para la actividad como para su aprendizaje.
los alumnos. ;Qué ajustes necesita la actividad
_> Es esencialmente cualitativa
Evaluacion Debe ir acompariada
formativa ——> de retroalimentacion sustancial
Debe orientarse tanto
_> a los alumnos como al profesor
y a la actividad
De hecho, en el desarrollo de las secuencias se La evaluacion formativa es esencialmente
deben observar elementos que permitan analizar cualitativa y le permite al maestro emitir juicios
donde se encuentra el alumno, qué herramien- acerca de lo que sabe el alumno vy las dificulta-
tas usa y las que aun requiere para seguir avan- des que debe superar, de manera que tenga ele-
zando en su aprendizaje. mentos para informar a los padres de familia en
Estas acciones proporcionan elementos al caso de que el alumno requiera algun apoyo. La
maestro para determinar si es necesario hacer evaluacion formativa permite recolectar infor-
adecuaciones a su planificacion o simplemente macion sobre la actividad planteada, por ejem-
necesita proponer una tarea diferenciada para plo, si resultd apropiada o hay que hacer ajustes
algunos alumnos a fin de que avancen. o0 cambios. Por ultimo, la evaluacion formativa
Entre las acciones que se requieren para que también permite al maestro darse cuenta de si es
una evaluacion sea considerada formativa esta adecuado su actuar en el aula o debe cambiar la
la retroalimentacion, entendida como la opor- estrategia.
tunidad de analizar con mayor profundidad el A continuacion le proporcionamos unos ejem-
trabajo realizado, planteando preguntas adicio- plos que le pueden sugerir formas de efectuar
nales y dejando claramente identificados los este tipo de evaluacion.
errores cometidos.
17"




Aprendizaje

esperado

Intenciones didacticas

Pautas para la
evaluacion
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Aspectos por considerar
en el trabajo en clase

Numero, algebra y variacion
Tema: Niumero

AE1L
Determina

y usa
criterios de
divisibilidad y
los numeros
primos.

Secuencia 1l

Multiplos,
divisores y nu-
meros primos

Que los alum-
nos distingan
los conceptos:
multiplo,
divisor,
numero
primo y
numero
compuesto,

y usen
divisiones
sucesivas para
determinar si
un numero es
O NOo primo.

Sesion 1

Divisores de un
numero

Determinar el
conjunto de
divisores de un
numero dado.

formativa

Distingue lo que
es un multiplo

y lo que es un
factor

o divisor.

Encuentra el
conjunto de
factores o
divisores de
un numero.

- Puede leer y comprender instruccio-
nes de un juego.

- Sabe trabajar en equipo y seguir indi-
caciones.

- Conoce el conjunto de un numero
dado.

- Divide un numero entre 2, entre 3,
entre 4, y asi sucesivamente hasta 10.

- Identifica los nUmeros que tienen Mas
divisores.

- Hace divisiones mentalmente o por
escrito.

- Formula enunciados con los criterios
de divisibilidad.

Sesion 2

Multiplos y diviso-
res de un numero

Determinar el
conjunto de
factores de un
numero y analizar
su equivalencia
con el conjunto
de divisores.
Conocer el
significado de
numero primo
y multiplo de

Comprende el
concepto factor.

Reconoce que

el conjunto de
factores de un
numero también
es el conjunto de
divisores de dicho
ndmero.

- Sabe que el area es la medida de la
superficie, mientras que el perimetro
es la medida del contorno.

- Distingue el area y el perimetro de una
figura.

- Analiza que el conjunto de factores
es, a la vez, el conjunto de divisores
de ese numero.

- Reconoce gue el conjunto de
divisores de un numero ayuda a
distinguirlos de los multiplos,
ya que el conjunto de divisores es
finito.

- Distingue dos tipos de numeros, los
qgue tienen mas de dos divisores y
los que solo tienen 2.

- Analiza que el 1 es divisor de

Conocer y usar la
criba de Eratoste-
nes para selec-
cionar numeros
primos. Conocer
el significado de
numero
compuesto.

un numero. cualquier numero natural y ellos
mismos; y que a estos numeros se les
conoce cComo primos.
Sesién 3 Conoce el
. concepto de . . .
La criba de , P . - Escribe y determina los numeros
, numero primo. : .
Eratostenes primos comprendidos entre 2 y 100.

Reflexiona sobre
algunas
propiedades de los
numeros

primos y los
numeros
compuestos.
Distingue un multi-
plo de un divisor.

- Utiliza recursos propios para
determinar si un nUMero es primo
O compuesto.

- Utiliza los numeros primos al resolver
problemas numeéricos.

- Hace calculos mentalmente de
numeros primos menores que 10.

fon!
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Aprendizaje

esperado

Intenciones didacticas

Pautas para la
evaluacion
formativa

Aspectos por considerar
en el trabajo en clase
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=z primos.

Secuencia 2

Criterios de
divisibilidad
Que los
alumnos
resuelvan
problemas
que implican
determinar si
un numero
entero es o
no divisible
entre otro
numero
entero menor
oigual que
10.

- Sabe leer y comprender un
problema.

- Plantea preguntas a partir de la
informacion que se da en un
problema.

- Sabe cuando utilizar el algoritmo

Sesion 1 de la resta, suma, multiplicacion
Divisibilidad Usa los criterios | Y. dMision. o
. - Comprende que ser divisible significa
entre 3 de divisibilidad . o
entre tres al que el residuo de la division es cero.
Usen el criterio recolver - Sabe utilizar la divisibilidad entre 3
de divisibilidad para hace referencia a la suma de las
problemas. . . . .
entre 3, al resolver cifras de algun numero en cuestion.
problemas. - Maneja indistintamente las
expresiones “es divisible entre” o
‘es multiplo”.
- Para la solucion de problemas
procede por ensayo y error.
- Aplica adecuadamente el criterio
de divisibilidad entre 3.
- Identifica alguna caracteristica
comun gue tengan los multiplos
de 2.
- Identifica alguna caracteristica
comun gue tengan los multiplos
de 5.
- Puede formular una idea que defina
los multiplos de 2.
. - Puede formular una idea que defina
Sesioén 2 .
los multiplos de 5.
Divisibilidad en- Emplea los - Sabe formular los criterios de
tre 2 oentre 5 . P : divisibilidad entre 2 y 5.
criterios de - Resuelve gjercicios que implican
Aphqgen los divisibilidad entre la divisibilidad entre 2, 3y 5.
criterios de 2,3, 5y10al T
. - Comprende que son divisibles entre
divisibilidad resolver ; :
entre 2.5 3 10 roblemas 2 todos los numeros que terminan
P22y P ' en cifra par (0, 2, 4, 6 u 8).
al resolver S
- Sabe que son divisibles entre 5 todos
problemas.

los numeros que terminan en O
oenb.

- Comprende que son divisibles entre
10 todos los numeros que terminan
en 0.

- Usa los criterios de divisibilidad para
resolver cuestionamientos.

- Puede descomponer numeros
en factores primos.




Aprendizaje

Intenciones didacticas
esperado

Pautas para la
evaluacion
formativa

Aspectos por considerar
en el trabajo en clase

Sesion 3

Divisibilidad entre
4yentre6

Describan los
criterios de
divisibilidad entre
4y entre 6 al re-
solver problemas.

Numero, algebra y variacion
Tema: Numero

- Reconoce que si un numero es divisi-
ble entre 4 es porque hay que fijarse
en el numero formado por las dos ul-
timas cifras y que todos los numeros
de la derecha son divisibles entre 4,
mientras que los de la izquierda no.

- Reconoce que la divisibilidad entre 6
tiene algo que ver con la divisibilidad
entre 2 y entre 3.

- ldentifica, sin hacer la division, los

numeros que son divisibles entre 4.

Analiza que son divisibles entre 6 los

numeros que terminan en cifra par, s

decir, son divisibles entre 2. Y la suma

de todas las cifras sea multiplo de 3.

- Reconoce que son divisibles entre 4

todos los numeros naturales cuyas

dos ultimas cifras forman un numero
divisible entre 4. Son divisibles entre

6 todos los numeros naturales cuya

ultima cifra es par y la suma de sus

cifras es multiplo de tres.

Sabe cuando un numero cumple con

la condicion de ser multiplo comun

de 3,5y 6.

Utiliza el criterio
de divisibilidad
entre 4y 6 al re-
solver problemas.

Sesion 4

Algo mas sobre
los criterios de
divisibilidad
Usen los criterios
de divisibilidad al
resolver diversos
problemas.

- Sabe cuando algunos numeros son
divisibles entre 9 y los encierra en un
ovalo.

- Reconoce las caracteristicas que
tienen en comun los numeros que

Resuelve diver-
sos problemas
con el uso de los
criterios de divisi-
bilidad.

son divisibles entre 9.

- Comprende cuando un numero es
divisible entre 2, 3, 5, 6, 9y 10.

- Puede resolver operaciones que im-
plican la divisibilidad entre 2, 6 y 3.

- Sabe identificar los numeros que
cumplen con las condiciones de
divisibilidad entre 2, 3, 5, 9 y 10.

- Resuelve problemas que impliquen
utilizar los criterios de divisibilidad.

Por otra parte, durante la puesta en comun el
maestro habra de notar quiénes participan vy
quiénes no, con el objeto de animar a estos ulti-
mos a que lo hagan.

Suele suceder que alguien, que por lo general
no participa, sugiere una buenaidea parallegarala
solucion. En estos casos conviene usar un anec-
dotario. Se requiere una libreta o un tarjetero y

destinar una hoja o una tarjeta para cada uno de
los alumnos. En elanecdotario se registran Unica-
mente los hechos que se salen de lo comun, con
la idea de conservar algunas de las ideas o formas
de actuar de los alumnos que permitan apreciar
sus procesos de aprendizaje. A continuacion, a
manera de ejemplo, se muestra una nota que
pudiera corresponder a un alumno.




Ademas del anecdotario, hay otros recursos
para recabar informacion sobre el desempefio
de los alumnos. Por ejemplo: el libro de texto, el
cuaderno de trabajo, la lista de registro de ac-
tividades, la carpeta de trabajos, rubricas, listas
de cotejo y los ejercicios que realizan de mane-
ra periodica. A continuacion se proporciona un
ejemplo de estos instrumentos.

Alumno x Grado: 32 Sec. Fecha: 9/09/20

Han pasado tres semanas de clases en las que x No
habia participado, pero ahora lo hizo con una expli-
cacion clara del procedimiento que utilizaron en su
equipo para resolver un problema que implicaba el
uso de ecuaciones cuadraticas. Es necesario animarlo
para gue siga participando.

Rubrica

Grado: 3°
Nombre del estudiante: Jazmin Tello Bloque 1 Fecha: 29/09/20

Eje tematico: Forma, espacio y medida

Secuencia: 6. Poligonos semejantes 1
Tema: Figuras y cuerpos geométricos

Aspectos
observables

Razonamiento
geometrico

Ponderacion

Estrategias
y procedimientos

Ponderacion

Conceptos
matematicos

Ponderacion

Explicaciones

Ponderacion

Hace lo esperado

Resuelve todo tipo de pro-
blemas que implica cons-
truir poligonos semejantes
porque identifica cuales
son las caracteristicas y
propiedades que deben
cumplir.

Reconoce figuras a escala
como figuras semejantes y
las traza correctamente.

Puede describir que dos
poligonos son semejantes
si sus angulos son iguales
respectivamente, y sus
lados correspondientes
son proporcionales, esto
es, que existe entre ellos la
misma razon de proporcio-
nalidad.

| PITA

Expone de manera oral y
escrita los conocimientos y
procedimientos que utiliza
para construir poligonos
semejantes y utilizar crite-
rios de semejanza de trian-
gulos.

Observaciones generales:

En proceso

Soluciona algunos proble-
mas que implican construir
poligonos semejantes, ya
que no considera todos los
aspectos que debe cumplir
un par de poligonos para
ser semejantes.

Identifica algunas figuras a
escala como figuras seme-
jantes y solo traza correcta-
mente algunas.

Identifica que dos poligo-
Nnos son semejantes si sus
angulos son iguales respec-
tivamente y sus lados co-
rrespondientes son propor-
cionales, esto es, que hay
entre ellos la misma razon
de proporcionalidad.

20% |

Presenta de manera oral
los conocimientos y proce-
dimientos que utiliza para
construir poligonos seme-
jantes y utiliza criterios de
semejanza de triangulos.

Enfrenta dificultades
(no hace lo esperado)

En la construccion de
poligonos semejantes

se percibe que omite con-
siderar la proporcionalidad
de los lados vy la igualdad de
los angulos.

No reconoce figuras a es-
cala como figuras semejan-
tes y no las traza correcta-
mente porque no identifica
el valor de la escala o la
proporcionalidad entre los
lados.

No sabe que dos poligo-
nos son semejantes si sus
angulos son iguales respec-
tivamente y sus lados co-
rrespondientes son propor-
cionales, esto es, que existe
entre ellos la misma razon
de proporcionalidad.

15%

No expresa de forma clara
los conocimientos y proce-
dimientos que utiliza para
construir poligonos seme-
jantes y utilizar criterios de
semejanza de triangulos.

SN
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Lista de cotejo

Grado: 3°
Nombre del estudiante: Jazmin Tello raco Bloque: 1 Fecha: 29/10/20
Grupo: A

Eje tematico: Numero, algebra y variacion : : "
Secuencia 4. Ecuaciones cuadraticas 1

Tema: Ecuaciones

Criterios de evaluacion Si

Distingue la diferencia entre una ecuacion de primer grado y una de se-
gundo grado.

Representa algebraicamente datos de un problema.

Formula ecuaciones de primer grado y de segundo grado sencillas.

Identifica las dos raices de una ecuacion de segundo grado a partir de su
representacion grafica.

Utiliza lenguaje algebraico para representar datos.

Reconoce que una ecuacion cuadratica o de segundo grado con una
incognita es una ecuacion en la que el mayor exponente de la incognita
es 2.

Sabe que las ecuaciones cuadraticas tienen una raiz o raices dobles o
dos raices diferentes o no tiene raices definidas en el conjunto de los
numeros reales.

Discrimina entre la solucion de la ecuacion y la solucion del problema.

Soluciona ecuaciones de una grafica con la ecuacion cuadratica.

Sabe que las soluciones o raices de una ecuacion cuadratica se pueden
observar al graficar la funcion con la que esta asociada y corresponden a
las abscisas de los puntos en los cuales la grafica se interseca con el gje X;
en estos casos, los valores de la ordenada son 0. También sabe que una
ecuacion cuadratica puede no tener raices reales y, en consecuencia, la
grafica de la funcion no cruzara el eje de las abscisas.

Plantea y resuelve, por ensayo y error, ecuaciones de segundo grado
cuya relacion con el problema le es clara.

Observaciones del maestro:

c) La evaluacion sumativa

Este tipo de evaluacidon consiste en dar una ca-
lificacion cuya escala es del 1 al 10. Debe reflejar
lo que usted ha observado en las actuaciones de
los alumnos desde que inici¢ el proceso (Punto
de partida) hasta el punto al que ha llegado en el
momento de asentar dicha calificacion.

Por otra parte, es importante que esta eva-
luacion se acompane de evidencias del trabajo
que el alumno ha realizado, de los comentarios
y sugerencias que usted le ha dado acerca de su
desempefio y de las tareas adicionales que le ha

propuesto para superar los obstaculos, o bien,
para avanzar en la construccion de sus conoci-
mientos.

La calificacion parcial o final no puede ni debe
ser resultado de una sola prueba. Si asi fuera, la
evaluacion formativa no tendria ningun sentido.
Afortunadamente, el maestro de telesecunda-
ria trabaja con un solo grupo, conoce muy bien
a sus alumnos y cuenta con informacion sufi-
ciente para emitir una calificacion basada en cri-
terios claros.

El diagrama de la siguiente pagina resume o
anterior:
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Punto de partida Manera de transitar
(Situacion en la O del punto de partida ® Aprendizaje
que se encuentran al aprendizaje esperado
los alumnos) esperado
Evaluacion Evaluacion Evaluacion
inicial formativa sumativa
Evaluacion Evaluacion

para el aprendizaje

del aprendizaje

Esta manera diferente de evaluar los logros
alcanzados va de la mano con el proceso de es-
tudio. Asi, mientras los alumnos disefian y prue-
ban una estrategia para resolver un problema,
usted observa lo que hacen y escucha coémo
piensan, se da cuenta de qué alumnos tienen
dificultades y toma nota de ello para tratar de
apoyarlos en la superacion de sus dificultades,
asi como para evaluar las actividades que el libro
o usted plantean.

Hay una evaluacion adicional que no refleja
necesariamente el avance de los alumnos, pero
que tiene una gran importancia.

Cuando se elige una actividad para plantear
a un grupo de alumnos, no hay certeza sobre
lo que va a suceder. jLes resultara interesante?
¢Muy facil? ;Muy dificil? ;Tediosa? Es hasta el
momento de aplicarla cuando se pueden res-
ponder estas preguntas y tomar las medidas
necesarias. Si en el proceso de estudio inter-
vienen el maestro, los alumnos y la actividad
que se plantea, la evaluacion debe aplicarse a
los tres elementos.

d) La autoevaluacion docente

Usted debe también analizar su propia actuacion:
¢faltd dar una informacion que era importante?

¢Proporciond alguna informacion que no debia
haber dado? ;Dejo demasiado tiempo para la
actividad y ya no alcanzaron a realizar la puesta
en comun? ;Hubiera sido mejor que organizara
a los alumnos en equipos? Generalmente, estos
y otros cuestionamientos surgen de manera
natural como consecuencia de la manera de
trabajar y abonan a su formacion profesional
docente.

Usted puede emitir juicios en relacion con la
actividad que planteo a partir de la reaccion de los
alumnosy, como se dijo, la forma en que gestio-
no la clase le permite darse cuenta de su propio
desempenio.

Evaluarse a uno mismo no es tarea facil. Se
puede ser muy duro o excesivamente laxo; en
ninguno de los casos se logra la mejor forma
de acompafar a los alumnos en su proceso de
aprendizaje. Por esto la observacion entre pares
es también una propuesta para mejorar y sequir
aprendiendo sobre la tarea docente. Asi, el inter-
cambio de ideas, sugerencias y estrategias entre
compafieros docentes se vuelve una necesidad
si se quiere lograr un mejor desempefio.

SN
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3. Lavinculacién con otras
asignaturas

Todaslaspersonas, desdeelnacimiento, aprende-
mos de manera integral, por lo que es importan-
te establecer en la educacion formal la relacion
que tienen los aprendizajes en las diferentes asig-
naturas y la manera en que ese aprendizaje se
convierte en cimiento sobre el cual se constru-
yen nuevos conocimientos.

La vinculacion de las matematicas con otras
asignaturas puede darse de manera inherente
y estar presente de modo continuo en las se-
siones de matematicas, o bien a partir de los
contextos seleccionados para plantear los pro-
blemas que se resolveran con herramientas
matematicas.

En el primer caso se tiene la vinculacion de
las matematicas con la asignatura de espafol;
un ejemplo clasico es la necesidad de que los
alumnos comprendan el problema que se pide
resolver, ya sea que usted lo plantee de mane-
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ra oral o por escrito. Si se trata de un problema
planteado por escrito (por ejemplo, las activi-
dades del libro de texto), es importante la com-
prension lectora.

Otra manera en que esta asignatura se em-
plea durante las clases de Matematicas se refiere
a los contenidos relacionados con la comunica-
cion de la informacion a través de herramientas
matematicas, por ejemplo, cuando se traslada in-
formacion numérica estadistica a tablas o graficas
estadisticas, cuando se lee e interpreta informa-
cion matematica de diversos portadores (diarios,
revistas, internet, etcétera) o cuando se traducen
expresiones que estan en el lenguaje comun al
lenguaje algebraico, tabular o grafico.

Cuando se hacen puestas en comun, al cefiir-
se al enfoque de resolucion de problemas tam-
bién se establece un vinculo con la asignatura
de espafol, ya que los alumnos tienen que co-
municar sus respuestas y explicar los procedi-
mientos que siguieron, asi como escuchar los
de sus compafieros o argumentar si estan ono de
acuerdo con lo que se esta discutiendo.

Vinculos

Espanol-Matematicas

|

5

6

Comunicar

Comprension del
problema a resolver

o—

informacion usando
herramientas

matematicas

Durante el trabajo
en parejas 0 equipos
y en las puestas en
comun

. ‘

.

r

Plantear de manera

- Leer e interpretar informacion

- Comunicar respuestas y explicar

oral o por escrito

- Comunicar informacion usando
tablas y graficas estadisticas.

- Traducir expresiones en lenguaje
comun a lenguaje algebraico,
tabular o grafico.

\

matematica de diversos portadores.

procedimientos.

- Escuchar y comprender explicacio-
nes de los comparieros.

- Argumentar si estan o no de
acuerdo.

e
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Por otra parte, a partir del analisis del documento curricular se identifi-
caron vinculos puntuales con otras asignaturas, mismos que estan iden-
tificados como una seccion flotante en las sesiones de las secuencias
del libro de texto del alumno, y en el del maestro aparecen indicadas en
la ficha descriptiva, al inicio de las recomendaciones para trabajar cada
secuencia de las que aparecen en la segunda parte de esta guia.

Un ejemplo es el vinculo seflalado en la sesion 1 de la secuencia 5,
“Funciones 1%, entre la situacion problematica que se presenta y el tema
de Geografia en el que se mencionan diferentes mapamundis de la Tie-
rra con la intencion de que los alumnos los utilicen para localizar las
ciudades a las que se hace referencia en la secuencia.

La importancia de sefalar estas vinculaciones esta en la idea de lo-
grar que los alumnos vean sus aprendizajes como algo que les permite
saber mas no solo acerca de una asignatura en particular, sino que estos
aprendizajes les permiten comprender otros de diversa indole y las habi-
lidades que se desarrollan en cierta area de estudio también apoyan y son
utiles para la construccion de otros conocimientos.

Vinculo con...
Geografia

Revisa el libro de
Geografia de primer
grado para retomar
algunos de sus mapa-
mundis y resolver la
actividad 3 de esta
pégina. También
puedes encontrarlo
en internet en la

liga bit.ly/2xhRalR.
Consulta las paginas
67 069.

4, Ellibro de texto de Matematicas
para el alumno

Cada uno de los aprendizajes esperados sefia-
lados en el plan y los programas de estudio se
desglosaron en contenidos que se desarrollan
mediante propuestas de aprendizaje en secuen-
cias didacticas distribuidas en tres bloques. El

Bloque 1

1. Multiplos, divisores 'y
NnUMeros primos

3. Figuras geomeétricas y
equivalencia de
expresiones de segundo 12. Funciones 2

oligonos semejantes 1

/. Razones
trigonometricas 1

8. Teorema de Pitagoras 1 datos 1

9. Eventos mutuamente 19

excluyentes 1 excluyentes 2

Bloque 2

10. Minimo comun multiplo
y maximo comun divisor 1

2. Criterios de divisibilidad 11. Figuras geomeétricas y 21. Figuras geomeétricas y
equivalencia de expresiones
de segundo grado 2

grado 1 13. Ecuaciones cuadraticas 2 23. Funciones 3
4. Ecuaciones 14. ;Ecuacion o funcién? 24. Poligonos semejantes 3
cuadraticas 1 ) , ] o
) 15. Poligonos semejantes 2 25. Razones trigonomeétricas 3
5. Funciones 1 , o , , N
16. Razones trigonomeétricas 2 26. Tendencia central y dispersion

17. Teorema de Pitagoras 2

18. Tendencia central y
dispersion de dos conjuntos de

. Eventos mutuamente

libro de texto Matemadticas. Tercer grado de Te-
lesecundaria estda conformado por dos volu-
menes, el primero contiene 9 secuencias que
integran elbloque 1, mientras que en elvolumen Il
se incluyen 18 secuencias que corresponden
a los bloques 2 y 3 para obtener un total de 27
secuencias didacticas. Una secuencia didactica
puede abarcar de tres a cinco sesiones.

Bloque 3

20. Minimo comun multiplo
y maximo comun divisor 2

equivalencia de expresiones de
segundo grado 3

22. Ecuaciones cuadraticas 3

de dos conjuntos de datos 2

27. Eventos mutuamente
excluyentes 3

Bt



29)
NS

O ¢ . \\,zjg( O 0 N O N O, " O < O, \\W O O O \«){%{’f . \%:I),g{ O \\)C%Qf

@ k@ i@ i @ e @ ot @ ot @ i G @ et @ ot @ @ -
OB «'-‘Q‘- SR SO SO SRS mQ’- SRS «'Q‘- w-‘.’.’- @
LB BLH  FLB LGB Bl BB BB BB Bl &

Cada secuencia didactica esta conformada
por tres componentes didacticos: Para empezar

(inicio), Manos a la obra (desarrollo) y Para ter-
minar (cierre).

Para
empezar

Secuencia

didactica f

Para empezar. Presenta un escrito breve que da
un panorama sobre aspectos generales que re-
fieren e introducen al tema de estudio.

En Manos a la obra se proponen actividades de
estudio para lograr la intencion didactica de cada
secuencia. Las actividades estan conformadas
por situaciones problematicas que corresponden
a la edad y caracteristicas de los alumnos de este
grado; ademas se pretende despierten el interés
en los alumnos y que corresponden a concep-
tos, procedimientos y habilidades a desarrollar.

Para terminar. Esta seccion esta integrada con
actividades en las que los alumnos concretan
lo aprendido durante la secuencia a través de la
resolucion de situaciones o problemas, de tal ma-
nera que puedan evidenciar el nivel de logro al-
canzado.

Manos 1

a la obra

Para
terminar

5. Materiales de apoyo para la
ensefianzay el aprendizaje

La propuesta educativa del libro de texto se com-
plementa con recursos audiovisuales e informati-
COS que apoyaran a los alumnos en su aprendizaje.
Los programas audiovisuales estan diseflados en
funcion del tratamiento de los contenidos desa-
rrollados en el libro de texto; en ellos se conjuga
la imagen, el movimiento y el sonido para moti-
var, ejemplificar, profundizar o consolidar lo es-
tudiado en la secuencia. En cada secuencia se
integran uno o dos audiovisuales, identificados
por el nombre correspondiente y un icono.

5. Observen el recurso audiovisual Ecuaciones cuadraticas 1 para analizar las caracterfs- ©I>

ticas de las ecuaciones de segundo grado.

Los recursos informaticos estan diseflados
para que los alumnos tengan oportunidad de
aplicar, practicar y fortalecer los contenidos o
procedimientos principales de cada secuencia.

Al igual que los audiovisuales, en cada secuen-
cia se integra un recurso informatico que se
identifica por el nombre que le corresponde y
un icono.

6. Utilicen el recurso informético Analisis de ecuaciones cuadraticas para continuar (lj’

analizando gréficas y expresar algebraicamente ecuaciones lineales y cuadraticas.
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Tanto los recursos audiovisuales como los in-
formaticos estaran disponibles en un repositorio
especial para Telesecundaria, con el fin de que
se puedan utilizar tantas veces como sean ne-
cesarias.

6. Alternativas para seguir
aprendiendo como maestros

El trabajo docente, tal como se plantea en pa-
rrafos anteriores, es una tarea compleja que im-
plica un alto nivel de profesionalizacion. No es
nada facil conducir debates entre los alumnos,
apoyarlos para que logren comunicar sus ideas
de manera clara y obtener algunas conclusiones
como resultado de la puesta en comun, usar el
error como fuente de aprendizaje o poner contra
ejemplos cuando un alumno ha construido con-
cepciones no apropiadas. Para ello se necesita
un conocimiento solido de la disciplina, altas ex-
pectativas sobre los alumnos, una gran apertura
para dar entrada a diferentes formas de pensar
y una gran calidad humana para brindar apoyo y
seguridad a los alumnos que se rezagan.

Los docentes de Telesecundaria afrontan una
complejidad mayor por el hecho de atender to-
das las asignaturas. En este servicio educativo, la
condicion de tener un dominio soélido en las dis-
ciplinas pasa a un segundo plano a cambio de
contar con materiales que guien puntualmente
los procesos de estudio y de asumir la responsa-
bilidad de leerlos y utilizarlos, al mismo tiempo
que tales materiales deben brindar libertad para
hacer las adecuaciones que consideren necesa-
rias en funcion del contexto social y las carac-
teristicas de los alumnos que integran el grupo.
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Ningun maestro se puede mostrar arrogante
al pensar que lo sabe todo, ya que puede dar-
se el caso de que los alumnos propongan algun
procedimiento que el maestro no conocia, o ha-
gan alguna pregunta para la cual no se tiene una
respuesta. Es valido decir "no sé”, o "no lo habia
pensado de esa manera”, lo cual deberia ser algo
normal para los alumnos, siempre y cuando el
ambiente que se experimente en el aula sea la
busqueda de alternativas de solucion. Se debe
tener en cuenta que el maestro es la persona
CON Mas experiencia, pero no por eso esta obli-
gado a tener siempre todas las respuestas.

La profesionalizacion del docente, menciona-
da al inicio de este punto, se logra en el dia a dia,
con los aciertos y los errores, mediante el inter-
cambio de experiencias con otros maestros, en
la medida en que en el centro de trabajo se hable
de la practica docente y se emprendan acciones
conjuntas para mejorar.

En la propuesta que ponemos a consideracion
de los maestros de Telesecundaria se cuenta con
audiovisuales dirigidos a la practica docente, al-
gunos se refieren a la profundizacion del conte-
nido matematico y otros a la didactica de dichos
contenidos. En las sugerencias para el trabajo
con los diferentes contenidos encontrara la guia
de los audiovisuales que se elaboraron para apo-
yar la labor docente.

7. Mapa curricular

En la siguiente pagina se presenta la manera en
que se plantea lograr los aprendizajes esperados
del grado con el desarrollo de las secuencias
para apoyarlo a usted en su planeacion anual.
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Numero, algebra y variacion

Analisis de datos

Aprendizajes

esperados

AE1 Determina y usa
criterios de divisibilidad y

1. Multiplos, diviso-
resy numeros
primos

Nombre de las sesiones

Bloque 3

los numeros primos. 2 Criterios
Numero de divisibilidad
AE2 Usa técnicas para de- 10. Minimo comun 20. Minimo comun
terminar el minimo comun multiplo y multiplo y
multiplo y el maximo co- maximo comun maximo comun
mun divisor. divisor 1 divisor 2
AES5 Formula expresiones
Patrones, de segundo grado para 11. Figuras geome- 21. Figuras geome-
figuras representar propiedades 3. Figuras geometri- tricas y equi- tricas y equi-
geomeétricas | del area de figuras geome- cas y equivalencia valencia de valencia de
y expresio- tricas y verifica equivalen- de expresiones de expresiones de expresiones de
nes equiva- | cia de expresiones, tanto segundo grado 1 segundo segundo
lentes algebraica, como geomeé- grado 2 grado 3
tricamente.
AE3 Resuelve problemas
E : mediante la formulacion y 4. Ecuaciones 13. Ecuaciones 22. Ecuaciones
CUaciones 115 solucion algebraica de cuadraticas 1 cuadraticas 2 cuadraticas 3
g
ecuaciones cuadraticas.
AE4 Analiza y compara
diversos tipos de variacion
a partir de sus represen-
Funciones taoones tabular, grafica y 5. Funciones 1 12. Funciones 2 23. Funciones 3
algebraica, que resultan
de modelar situaciones y
fenomenos de la fisica y de
otros contextos.
Patrones,
figuras AE6 Diferencia las expre-
geomeétricas | siones algebraicas de las 14. iEcuacion
y expresio- funciones y de las o funcion?
nes equiva- | ecuaciones.
lentes
AE7 Construye poligonos
semejantes. Determinay 6. Poligonos 15. Poligonos 24. Poligonos
) usa criterios de semejanza semejantes 1 semejantes 2 semejantes 3
Figuras y de triangulos.
cuerpos
geométricos AE8 Resuelve problemas
utilizando las razones trigo- | 7. Razones trigo- 16. Razones trigo- 25. Razones trigo-
nometricas seno, coseno y nometricas 1 nomeétricas 2 nometricas 3
tangente.
Magnitudes | AE9 Formula, justificay usa | 8. Teorema de 17. Teorema de
y medidas el teorema de Pitagoras. Pitagoras 1 Pitagoras 2
AE10 Compara la tenden- 18. Tendencia cen- | 26. Tendencia cen-
cia central (media, mediana Ly di g tral v dispersion
Estadistica y moda) y dispersion (ran- fjra y dispersion rat y disper
) ) e dos conjun- de dos conjun-
go y desviacion media) de
. tos de datos 1 tos de datos 2
dos conjuntos de datos.
AE11 Calcula la probabm— 9. Eventos 19. Eventos mutua- | 27. Eventos mutua-
Probabilidad dad de ocurrencia de dos mutuamente mente exclu- mente exclu-
eventos mutuamente ex-

cluyentes.

excluyentes 1

yentes 2

yentes 3
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idacticas

Il. Sugerencia
especificas

Punto de partida

La siguiente bateria de 17 reactivos es una pro-
puesta elaborada con el fin de proporcionarle
elementos para valorar algunos de los aprendi-
zajes esperados que los alumnos lograron en se-
gundo grado de secundaria, y como un punto de
partida para dar seguimiento al avance que pre-
senten durante este grado, asi como para orien-
tar sus estrategias de enseflanza.

Reactivo 1

Con las expresiones que presenten los alumnos
podra verificarse el conocimiento en el mane-
jo de la equivalencia de expresiones algebraicas
equivalentes de primer grado.
a2mm+m+m+m+m+m+m+m+m
+m+m+m;3m+ 3m+ 3m + 3m; 4(3m)
b)3m+3m+3m+3Imm+m+m+m+m+
m+m+m+m+m+m+m,;12m; 4 (3m)

Reactivo 2
Con las respuestas de este reactivo podra cons-
tatar los conocimientos que tienen los alumnos

acerca de las sucesiones.

Figura 10: 19; figura 20: 39; figura 50: 99.
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b) Variacion inversamente proporcional (Grafica 3)
c) Variacion de proporcionalidad directa (Grafica 1)

Reactivo 4

Con este reactivo podra observar si los alumnos
utilizan estrategias para resolver problemas. Se
trata de una relacion de proporcionalidad direc-
ta: cuantos mas marcadores se compren, mayor
es el precio total.

Si se denomina con x al nuUmero de marcado-
res que se quiere comprar y se desconoce:

13 X
$148.50 $299.00

Marcadores

Precio

Como es proporcionalidad directa, se tiene:

13 . x
14850 299

Al despejar la x:

x = (299)(13) _ 95,175
148.50

Por lo tanto, se pueden comprar 26 marcado-
res; si sobra algo, el precio de 26 marcadores es
$297.00 y sobran $2.00.

Reactivo 5

e

Figura 20:

. o W

Figura 10:

Figura50:

Este reactivo, le daréd elemen-
tos para valorar el manejo del
calculo de la probabilidad que
tienen los alumnos.
Probabilidad de que seahom-
bre: = = = probabilidad de

Reactivo 3

Este reactivo le permite valorar los conocimien-
tos que tienen los alumnos sobre el manejo de
la representacion grafica de situaciones de varia-
cion lineal y proporcionalidad inversa.

a) Variacion lineal (Grafica 2)

15
que sea mujer: 19 = 2.
15 3

Reactivo 6

Con este reactivo, los alumnos mostraran sus
habilidades y conocimientos en el manejo de
los sistemas de ecuaciones de primer grado con
dos incognitas y su solucion grafica.
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Las canicas se cruzan en el punto (1, 2).
Y \
\e / | |
\II B Canica 1
6. El movimiento de dos canicas sobre un pla- \i M Canica2 |
no cartesiano se describe por las dos rectas de 4
la derecha, cuyas ecuaciones son'y — 2x = 0y 3“
2y + 4x = 8, respectivamente. 1
(En qué punto del plano cartesiano se van a cru- 21
zar ambas canicas? I
1T
€ :::::-:::: - X
-1 Ty \ B TAs
\ 7 N
Reactivo 7
Este reactivo dard a los alumnos la oportunidad de mostrar sus conocimientos del manejo que tienen
de la solucion algebraica de sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.
a) 10 -2x =60 + 18x
b) 20x = 10 - 60
c) 10y =50
d) La solucion del sistema de ecuaciones: X = —%; y=5
Reactivo 8
Con este reactivo podra darse cuenta del manejo que tienen los alumnos del calculo de perimetros
y areas de poligonos regulares y del circulo.
Circulo: P =3141cm; A =78.54 cm?
Hexagono: P =24 cm; A = 36 cm?
Tridngulo: P =9 cm; A =3 cm?
Rectangulo: P = 20 cm; A = 24 cm?
K 8. Encuentra el perimetroy el area de las siguientes figuras: .
g
P: P
A: A J
Jan b

30
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Reactivo 9

Las respuestas que den los alumnos a este reac-
tivo pondran en evidencia los conocimientos
que tienen en el calculo del volumen de prismas
y cilindros rectos.

gggé

Ao

e
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Cilindro: V =1178.1 cm?

Prisma hexagonal: V = 360 cm?®
Prisma triangular: V = 30 cm®
Prisma cuadrangular: V = 240 cm3

Reactivo 10

Con este reactivo usted podra determinar como
manejan los alumnos el cdlculo del drea del rec-
tangulo con los datos que se le proporcionan en
la resolucion de problemas.

a)A =18.125m:2

f 9. Encuentra el volumen de las siguientes figuras:
10cm N O &
N 7
S £ h=2cm g
5 = S 9
Sl & | T ————
i /0
&
éﬁ\ 6 cm "
V: % \% V: J
Reactivo 12

Conlaresolucion de las operaciones que se plan-
tean en este reactivo, los alumnos mostraran sus
conocimientos y habilidades acerca de la multi-
plicacion y division de numeros enteros, fraccio-
nes y decimales positivos y negativos.

b)x=5m
a) -48 b) =
16
10. Resuelve los siguientes problemas. \ ) 0.255 d) 10
a) Calcula el &rea del rectangulo.  b) Calcula la medida que falta en el rectangulo.
) =114.75 f) -2.708
25m A=475m? 0.95m
9) - % h) 5
7.25m
. 2
e -2
Reactivo 11 Reactivo 13

Con la resolucion del problema que se presenta
en este reactivo, los alumnos mostraran sus co-
nocimientos de multiplicacion y division de frac-
ciones y decimales.

Juanita: 800 m; Esperanza: 1350 m; Evelyn: 2 3
vueltas

Con este problema, los alumnos se enfrentan a la
necesidad de manejar potencias con exponen-
te entero.

Eltiempo que le tomara al pueblo enterarse de
la noticia son 5 horas, pues iniciaron 5 personas
(5%; en la primera hora, éstas informaron cada
una a 5, es decir 52 = 25; en la segunda hora,
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Por

ésas 25 informaron cada una a 5 personas, que
corresponde a 5% = 125, asi hasta llegar a la quin-
ta hora donde se informa a 5 = 15625 personas,
y al sumarle la cantidad de personas que se en-
teraron en las horas anteriores, que son 3935,
resultan 19560.

Reactivo 14

Al resolver este problema, los alumnos tendran
que conocer la aproximacion de la raiz cuadrada.

Para calcular el drea de un cuadrado se mul-
tiplica la medida del lado por si misma, esto es
(x)(x) = 20 m?; para obtener la medida del lado
se extrae la raiz cuadrada del area, es decir V20
que tiene un valor aproximado de 4.47, por lo que
el valor del lado del cuadrado es de aproximada-
mente 447 m.

Reactivo 15

La situacion que se plantea en este problema per-
mitira evidenciar el dominio de los alumnos res-
pecto al manejo de las expresiones algebraicas
para despejar los elementos requeridos.

@%@ @%% @%@ @%
a) 53.558 cm b) 49.072 cm
Reactivo 16

Con las respuestas que den los alumnos a la si-
tuacion planteada podra darse cuenta del mane-
jo de las medidas de tendencia central al analizar
los datos proporcionados.

Rango: 99; Media: 60.36; Mediana: 70; Moda: 85.
Reactivo 17

Con las respuestas que proporcione el alumno

en este reactivo podra determinar eldominio que

tiene de la lectura de gréficas.

a) Numero de aciertos obtenidos por los alum-
Nos en una evaluacion

b) Numero de alumnos en el gje vertical y nume-
ro de aciertos en el eje horizontal

c) De barras

d) 20

e) Los puntos medios de cada intervalo

f) 24

g) 80-100; 0-20

a) ¢Qué informacion presenta la grafica?

b) iQué representa cada numero del eje vertical?

Y, ;del eje horizontal?

Numero de aciertos obtenidos
por los alumnos en la evaluacion

~

e) ;Qué representan los puntos medios de

c) (Quétipo de gréfica es?

d) ;Qué rango tienen sus intervalos?

cada barra?

f) ;Cuantos alumnos presentaron la eva-

luacion?

~

Numero de alumnos
-
|
|

g) (Qué intervalo tiene la mayor frecuen-

cia?

¢Y la menor?

0 20 40 60 80
Numero de aciertos

/

100

328
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Secuencia 1

Multiplos, divisores y nimeros primos
(LT, Vol. 1, pags. 16-21)

Tiempo de realizacion

3 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Numero

Aprendizaje esperado

Identifica los multiplos y los divisores de un nimero, asi como los numeros primos.

Materiales impresos u
objetuales para el alumno

Para elaborar el tablero del juego se requiere: cartulina u hojas blancas.

Intencioén didactica

Que los alumnos distingan los conceptos: multiplo, divisor, nimero primo y
numero compuesto; también que usen divisiones sucesivas para determinar si un
numero es o0 NO primo.

Recursos audiovisuales
e informaticos para el
alumno

Audiovisual

e Mdltiplos, divisores, numeros primos y compuestos
Informatico

e Algunos mdltiplos, todos los divisores

Materiales de apoyo
para el maestro

Recurso audiovisual
e Aspectos de la aritmética entera

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Determinen el conjunto de divisores

de un numero dado.

e Sesion 2. Determinen el conjunto de factores
deunnumeroy analicen suequivalencia con el
conjunto de divisores. Conozcan el significa-
do de numero primo y multiplo de un nimero.

e Sesion 3. Conozcan y usen la criba de Era-
tostenes para seleccionar numeros primos.
Conozcan el significado de un numero com-

puesto.

Acerca de...

Para analizar los conceptos divisor y conjunto
de divisores de un numero, se sugiere realizar,
en la primera sesion de la secuencia, el juego

Criba de Eratdstenes

1 2 B 4 5 6 7 8 9 10

11 | 12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20

21 | 22| 23 | 24| 25| 26| 27| 28 | 29 | 30

31| 32| 33| 34| 35| 36| 37 | 38 39| 40

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 50

51| 52| 53| 54| 55| 56| 57 | 58 |59 | 60

61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69 | 70

71| 72| 73| 74| 75| 76| 77 | 78 | 79 | 80

81| 82 | 8 | 84 | 8 | 8 | 87 | 88 | 8 | 90

91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

101 | 102 | 103 |104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110

111 112| 113| 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120

121 122|123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 130

131 | 132|133 | 134 | 135| 136 | 137 | 138 | 139 | 140

141|142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150

151 | 152 | 153 | 154 | 155 | 156 | 157 | 158 | 159 | 160

161 | 162 | 163 | 164 | 165 | 166 | 167 | 168 | 169 | 170

171|172 (173 | 174 | 175 | 176 | 177 | 178 | 179 | 180

181 | 182|183 | 184 | 185 | 186 | 187 | 188 | 189 | 190

191 | 192 | 193 | 194 | 195 | 196 | 197 | 198 | 199 | 200
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conocido como “La pulga y las trampas”.® Ante
el reto de atrapar mas pulgas, el alumno que
pone las trampas se ve en la necesidad de ele-
gir numeros que tengan mas divisores, mientras
que quienes hacen saltar las pulgas piensan en
numeros que no sean divisores de otro donde
hay trampa.

En el juego se plantean dos niveles de difi-
cultad, uno en el que se pone s6lo una trampa
y otro en el que se colocan tres, para que los
alumnos piensen si son suficientes para atrapar
todas las pulgas, desde las que saltan de dos en
dos, hasta las que lo hacen de diez en diez.

En la sequnda sesion, se introduce el concep-
to factor al requerir encontrar las dimensiones
enteras de todos los rectangulos diferentes que
se pueden trazar con un area dada. Por ejem-
plo, para un area de 12 cm?, los rectangulos que
se pueden trazar son: 12 X 1; 6 X 2; 4 X 3. Los
factores que se usanson {1, 2, 3,4, 6y 12}. Este es
el conjunto de divisores del numero 12. En esta
sesion se hace explicito que el conjunto de fac-
tores de un numero también es el conjunto de
divisores del mismo; en lo subsecuente, convie-
ne usar indistintamente ambos términos. Como
corolario, se concluye que 12 es multiplo de
cada uno de estos divisores.

El concepto de numero primo se introduce
también en esta sesion, y en la tercera se usa la
criba de Eratostenes para encontrar los nimeros
primos menores que 100; también se reflexiona
acerca de algunas propiedades de estos nume-
ros, asi como de los numeros compuestos. Por
ejemplo, se pide mostrar con un ejemplo la fal-
sedad de enunciados del tipo: La suma de dos
numeros primos siempre es un numero primo.

Los conceptosfactorodivisor, multiplo, nume-
ro primo y numero compuesto son fundamen-
tales para el estudio de la divisibilidad, tema im-
portante de la aritmética que no se agota en esta
secuencia.

Sobre las ideas de los alumnos

Los términos multiplo, divisor y factor no son
nuevos para los alumnos. El primero ha sido uti-

5 Fuenlabrada I, et al. (1991). Juega y aprende matemati-
cas. Mexico, SEP.
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lizado para designar, por ejemplo, las unidades
de medida que son mayores que el metro (dam,
hm, km); el segundo se ha usado para designar
a uno de los términos de la division vy, el terce-
ro, para designar a los numeros en una multipli-
cacion. Ahora, multiplo, divisor y factor se usan
como caracteristicas de los numeros enteros (en
particular los positivos y el 0 que se manejan en
la secuencia). Se dice, por ejemplo, “un numero
entero a es multiplo de otro numero entero b,
siexistec, talque b X c=a". En sentido opuesto, si
aesmultiplode byc, entonces by cson factores o
divisores de a. Estas caracteristicas o propiedades
de los numeros enteros, que parecen triviales,
suelen confundir a los alumnos, incluso algunos
no logran distinguir un multiplo de un divisor.

A proposito de las propiedades de los nume-
ros, es necesario que los alumnos se familiari-
cen con la idea de que, en matematicas, para
demostrar que un enunciado es falso, basta con
un ejemplo que lo muestre, mientras que, para
demostrar que es verdadero, no son suficientes
los ejemplos y se requieren argumentos. Por esta
razon, en la actividad 5 de la sesion 3 se pide que
muestren con un ejemplo cuando consideren
que el enunciado es falso.

Algunos alumnos se preguntan siel 1 es o no
numero primo, puesto que se puede dividir en-
tre 1y entre si mismo. Un argumento que puede
convencerlos de que no es primo consiste en
plantear que los numeros primos tienen dos divi-
sores distintos, mientras que el 1 solo tiene uno.

¢Coémo guio el proceso?

Lea junto con los alumnos la seccion “Para em-
pezar’y pregunte si conocen el juego “La pulgay
las trampas”. A quienes lo conozcan, pidales que
jueguen en diferentes equipos para aprovechar
su experiencia. Ayudelos a organizarse en equi-
pos de cuatro integrantes y lea junto con ellos
las reglas del juego. Si lo considera necesario,
juegue con un equipo y que los demas obser-
ven. Una vez que las reglas estén claras, déjelos
jugar unos 30 minutos y en seguida pasen a la
actividad 2 para que contesten las preguntas que
ahi se plantean.

Todas las preguntas de la actividad 2 se relacio-
nan con los divisores de un numero, pero es muy
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probable que esta palabra no se mencione. No
es necesario introducirla en este momento. Per-
mita que intenten contestar solosy, sino pueden,
trate de ayudar con ejemplos comunes para ellos,
como ver si es posible dividir un numero entre
2, entre 3, entre 4, y asi sucesivamente hasta 10.
Si queda poco tiempo, deje para la siguiente se-
sion la actividad 3, porque es necesario que jue-
guen con nuevas reglas. La pregunta 3, inciso b),
da por hecho que con tres trampas es posible
atrapar todas las pulgas. Es probable que algu-
nos alumnos lo hayan logrado al jugar, pero, si
no ocurrio, es importante resaltarlo. Hay varias
respuestas correctas, por ejemplo, al poner una
trampa en el 36, se atrapan los saltos 2, 3,4, 6y
9; faltarian 5, 7, 8 y 10. Si se pone otra en el 40, se
atrapan el 5, el 8 y el 10. Con la tercera trampa se
atrapa el 7. Otra posibilidad es poner las trampas
en los numeros 9, 56 y 60.

En la pregunta 3c) también es probable que
los alumnos se convenzan, mediante el juego,
de que no es posible atrapar todos los saltos con
dos trampas. Puede apoyarlos para que iden-
tifiguen los numeros que tienen mas divisores,
de esta manera se daran cuenta de que siempre
hara falta una tercera trampa.

La puesta en comun serealiza en la actividad 4,
es aqui donde hay que hablar ampliamente so-
bre los divisores de un numero. Es importante
incentivar en los alumnos el uso de expresiones
como: Los numeros en que conviene poner las
trampas son aquellos que tienen mas divisores,
“conviene elegir saltos que no sean divisores de
numeros donde haya trampas” o “el numero 40
tiene mas divisores que el 12°. Se sugiere iniciar
la puesta en comun comparando las respuestas
de la actividad 2.

Esimportante que los alumnos comenten, des-
pués de leer la informacion, como determina-
ron la longitud de los saltos para no caer en una
trampa. Es probable que hayan hecho divisiones,
mentalmente o por escrito. Mas adelante veran
que los criterios de divisibilidad les serviran para
realizar estas operaciones de manera mas sencilla.

En la actividad 1 de la sesion 2, observe si los
alumnos distinguen el drea y el perimetro de una
figura. Si lo considera necesario, aclare que el
area es la medida de la superficie, mientras que
el perimetro es la medida del contorno. Confirme
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también que tengan claro que dos 0 mas rectan-
gulos con las mismas dimensiones son iguales,
aun cuando estén en posiciones diferentes.

En la actividad 2, incisos c), d), e), f) observe
si los alumnos logran trazar todos los rectangu-
los de area 36 cm?. Pidales que anoten las me-
didas de cada uno, asi podran tener a la vista
todos los factores de 36.

A diferencia del juego “La pulga y las trampas”,
realizado en la sesion anterior, con esta actividad
se favorece el analisis de los factores de un nu-
mero y que los alumnos se den cuenta de que el
conjunto de factoreses, alavez, elconjuntodedi-
visores de ese numero. Este hecho se hace ex-
plicito en el recuadro de informacion y se usa al
resolver la actividad 4. Insistir sobre el conjunto
de divisores de un numero ayuda a distinguir-
los de los multiplos; el conjunto de divisores es
finito (se pueden contar), mientras que el con-
junto de multiplos es infinito. En lo subsecuente
conviene usar indistintamente ambos términos.
Adicionalmente, todos los divisores de un nu-
mero son menores o iguales que éste, mientras
gue sus multiplos son mayores o iguales.

En la misma tabla de la actividad 4 aparecen
dos numeros que son primos, el 23 y el 67. Aqui
se pretende que distingan dos tipos de nume-
ros: los que tienen mas de dos divisores y los que
solo tienen dos: el 1, que es divisor de cualquier
numero natural y ellos mismos; a estos numeros
se les conoce como primos.

Las preguntas 4, incisos c) y d), ayudan a enfa-
tizar la idea de multiplo de un numero y a distin-
guirla de un factor o divisor. Al llegar a la pregun-
ta 4e), que se refiere al mayor divisor de cualquier
numero, sugiera a los alumnos que revisen la ta-
bla y encuentren que este numero es él mis-
mo, y el menor divisor es el 1, mientras que en
la pregunta 4, inciso f), que se refiere al numero
que es multiplo de si mismo, pidales que revisen
de nuevo la tabla e induzcalos a encontrar que
la respuesta es que todo numero es multiplo de
si mismo.

En la actividad 1 de la sesion 3, permita que
los alumnos lean las indicaciones y lleven a cabo
todo el proceso para determinar los numeros pri-
mos comprendidos entre 2 y 100. En la actividad
2 se vera si lograron seleccionar los 25 numeros
primos que son menores que 100.
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Las actividades 2c) y 2d) tienen la finalidad de
que los alumnos usen lo que saben para deter-
minar si un numero es primo o compuesto. No
les diga como hacerlo, se espera que por si solos
traten de encontrar un divisor distinto de 1y el
mismo numero, dividiendo entre 2, entre 3, y asi
sucesivamente. Por ejemplo, al dividir 183 entre
2 se obtiene un cociente decimal, pero al divi-
dirlo entre 3, el cociente es entero, lo que indica
que 3 es divisor de 183y, por lo tanto, es com-
puesto. No es necesario que encuentren todos
los divisores, basta con que puedan mostrar que
tiene mas de dos. Es muy importante comentar
las explicaciones que logren formular.

Laactividad 4 tiene la finalidad de que los alum-
nos pienseny usen los numeros primos al resolver
problemas numeéricos. Los problemas 4, incisos
a) y b), implican numeros primos menores que
10, de manera que los calculos se pueden hacer
mentalmente. En caso necesario, aclare en el
problema 4, inciso b), que los cuatro divisores
incluyen el 1y el mismo numero.

En el problema 4, inciso c), corrobore si los
alumnos prueban con todos los numeros, o bien
descartan aquellos cuya cifradelas unidades no es
numero primo. Si hacen esto ultimo, solo les que-
daran cuatro numeros: 171, 173, 175y 177. A par-
tir de aqui podrian empezar a dividir entre los pri-
meros numeros primos. Es probable que “a ojo”
se den cuenta de que ninguno de los cuatro es di-
visible entre 2, porque no tienen mitad entera. Al
dividir entre 3, descartaran el 171y el 177; al dividir
entre 5, descartaran el 175y les quedara el 173. En
ellibro delalumno, con el fin de favorecer la prac-
tica de la division, no se dice que pueden usar
calculadora. Usted valore si conviene que la usen.

Elproblema4,incisod), es similaralanterior, con
la diferencia de que entre 500 y 510 hay dos nu-
meros primos, el 503 y el 509. Ademas, los que se
descartan son aquellos cuya cifra de las unidades
Nno es un numero compuesto, entre ellos el 503.

La actividad 5 incluye afirmaciones sobre nu-
meros primos y compuestos. En la puesta en
comun, apoyelos en el analisis de cada enun-
ciado y deténganse el tiempo necesario cuando
Nno se pongan de acuerdo en la veracidad o fal-
sedad del mismo. Es muy importante recalcar a
los alumnos que, para mostrar la falsedad de un
enunciado, es suficiente con dar un ejemplo que
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lo contradiga. Sin embargo, para mostrar que es
verdadero, ni siquiera muchos ejemplos son su-
ficientes; es necesario utilizar otro tipo de argu-
mentos. Por ejemplo, en el enunciado 5b), con
base en los ejemplos podrian argumentar que el
producto de dos numeros primos tiene, al me-
nos, cuatro divisores que son: el 1, el producto y
los dos numeros primos que se multiplican; por
lo tanto, siempre es numero compuesto.

El caso del enunciado 5, inciso d), que también
es verdadero, implica una demostracion que esta
fuera del alcance de los alumnos de este grado,
pero puede pedirles que traten de justificar por
qué es verdadero mas alla de los ejemplos.

Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se da

el logro de la intencion didactica que aparece en

la ficha descriptiva, es necesario hacer un regis-

tro para cerciorarse de que los alumnos realizan

lo siguiente:

e Distinguen claramente lo que es un multiplo y
lo que es un factor o divisor.

e Encuentran el conjunto de factores o diviso-
res de un numero.

e |dentifican los primos en un conjunto de nu-
meros primos y compuestos.

¢Coémo apoyar?

En el desarrollo de esta secuencia se utiliza mu-
cho el calculo mental, por ejemplo, para deter-
minar si un numero contiene o esta contenido
en otro. ;18 es multiplo de 4?, ;4 es divisor de 18?
Ante estas preguntas no se espera que los alum-
nos escriban la division o usen la calculadora,
sino que usen el calculo mental para determinar
que no. Aunque el calculo mental debiera ser una
practica permanente en la escuela, es probable
que a algunos alumnos se les dificulte. Habra que
apoyarlos mediante la practica diaria para que lo-
gren avanzar.

¢Como extender?

A los alumnos que tienen facilidad para el calculo
mental hay que proponerles ejercicios con nu-
meros de mayor valor, por ejemplo, los factores
de 512.
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Criterios de divisibilidad
(LT, Vol. I, pags. 22-29)

Tiempo de realizacion

4 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Numero

Aprendizaje esperado

Determina y usa los criterios de divisibilidad y los numeros primos.

Materiales impresos u
objetuales para el alumno

Calculadora para verificar la actividad 1 de la sesion 3.

Intencion didactica

Que los alumnos resuelvan problemas que implican determinar si un numero entero
es o no divisible entre otro numero entero menor o igual que diez.

Recursos audiovisuales
e informaticos para el
alumno

Audiovisual
o Criterios de divisibilidad

Informatico
o Criterios de divisibilidad

Materiales de apoyo
para el maestro

Recurso audiovisual

o Aspectos de la aritmética entera

Bibliografia

e Herrero, Mariano (2011). “Criterio de divisibilidad por 11", en EcoRibera. Disponible
en https://bit.ly/378rl4g (Consultado el 9 de marzo de 2020).

e Tahan, Malba (2005). El hombre que calculaba [1932], Basilio Lozada (trad.),
México, seP/Limusa (Libros del Rincon).

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Usen el criterio de divisibilidad entre
3 al resolver problemas.

e Sesion 2. Apliquen los criterios de divisibilidad
entre 2, entre 5, entre 3 o entre 10, al resolver

problemas.

e Sesion 3. Describan los criterios de divisibili-
dad entre 4 y entre 6 al resolver problemas.

e Sesion 4. Usen los criterios de divisibilidad al
resolver diversos problemas.

Acerca de...

se desarrolla a partir de un problema que resul-
tara interesante para los alumnos, de entre va-
rios que podran resolver del libro El hombre que
calculaba, cuya lectura se recomienda amplia-
mente para este grado.

Enseguida se analizan los criterios de divisibi-
lidad entre 2 y 5, se comenta sobre la diferencia
respecto al criterio de divisibilidad entre 3y, por
analogia, se agrega el criterio entre 10.

Finalmente se estudian los criterios de divi-
sibilidad entre 4 y 6; el primero se apoya en el
numero formado por las dos ultimas cifras, y
el segundo se da cuando se cumplen dos de los
criterios ya estudiados: entre 2y 3.

La manera en que se abordan los criterios de divi-
sibilidad en esta secuencia no es en el orden se-
cuencial de los numeros, sino con base en la si-
militud de dichos criterios. Primero se habla de la
divisibilidad entre 3, que hace referenciaala suma
de las cifras del numero en cuestion. Este asunto

Sobre las ideas de los alumnos

Es probable que algunos alumnos no tengan cla-
ra la diferencia entre cifra y numero. Una cifra es
un simbolo que sirve para representar un nume-
ro. Por ejemplo, las cifras 5, V, y ==representan el
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numero cinco en diferentes sistemas de nume-
racion: el decimal, el romano y el maya, respec-
tivamente; mientras que un numero puede estar
formado por una o varias cifras. Por otra parte, es
importante que los alumnos aprendan a usar in-
distintamente las expresiones “es divisible entre”
0 "es multiplo de”; por ejemplo, es lo mismo decir
“846 es divisible entre 2" que "846 es multiplo de
2", aungue la naturaleza de los términos sea di-
ferente, ya que divisible viene de dividir, mientras
que multiplo viene de multiplicar. De igual ma-
nera, las expresiones "846 es divisible entre 2 y
entre 3"y "846 es multiplo comunde 2y 3" tam-
bién significan lo mismo.

Los criterios de divisibilidad, en si mismos, no
tendran mucho sentido para los alumnos; es el
uso que hagan de ellos, sobre todo al descom-
poner numeros en factores primos, lo que per-
mitira que los tengan presentes.

¢Cémo guio el proceso?

Lea junto con los alumnos la seccion “Para em-
pezar” y comenten el problema que se plantea.
Pidales que piensen qué preguntas se podrian for-
mular a partir de la informacion que se da; esto
les permitird entender mejor el problema. Ani-
me a los jovenes a leer el libro que se menciona,
ahora de manera individual.

En la actividad 1 de la sesion 1 hay dos pre-
guntas que tienen la intencion de que los alum-
nos vayan precisando sus ideas. La primera pre-
gunta centra la atencidon en una cantidad dada
(230) con el fin de que los alumnos piensen si
es 0 no posible que esa sea la cantidad que bus-
cany por qué; quiza algunos digan que no, por-
que, al dividirse entre 3, no sobra 1, lo cual es un
avance que puede llevarlos a buscar numeros de
la forma 3n + 1.

La segunda pregunta ofrece un reto mayor,
pues se espera que discutan que el numero debe
ser de la forma 3n + 1y que este numero no pue-
de ser, debido a que su residuo es 2.

En la tercera pregunta es deseable que men-
cionen mas de una caracteristica, debido a que
no es suficiente que digan que no es multiplo de
3. Es muy probable que en esta actividad haya
soluciones diferentes y que sean incorrectas. Por
ahora solo es necesario que atiendan a la prime-
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ra condicion: que la cantidad de barras de oro
sea mayor que 230 y menor que 250.

Ayudelos a entender la informacion que hay
en la actividad 2, en la que se introduce el cri-
terio de divisibilidad entre 3, y observe que lo
apliguen adecuadamente en la actividad 3, ta-
chando los numeros que son divisibles entre 3. Al
realizar esta actividad tendran a la vista varios
numeros que pueden ser la cantidad buscada
(que en este caso seran todos los sucesores de
los multiplos de 3), puesto que al hacer el primer
reparto de las barras entre 3, sobrd 1. Por ejem-
plo, algunos de los numeros podrian ser 232,
235, 238, etcétera; esto es, todos los numeros
enteros de la forma 3n + 1 mayores que 230 y
menores que 250.

La actividad 4 es el punto medular de esta se-
sion, por ello es muy importante que sean los
propios alumnos quienes la resuelvan. Para en-
contrar los numeros que completan el esquema
es probable que algunos comiencen con la solu-
cidon que encontraron en la actividad 1, lo que les
servira para comprobar si es correcta; mientras
que otros dejaran de lado dicha solucién y pro-
cederan por ensayo y error. Observe si intentan
con los sucesores de los numeros que tacharon
en la actividad 3, por ejemplo, con el 232, el 235,
el 238, y asi sucesivamente; es necesario probar
con estos numeros porque hay que restar uno 'y
luego dividir entre tres.

Una vez que el esquema esté completo, es
necesario analizar el significado de cada nume-
ro, comenzando por la casilla azul (241), que es
la cantidad original de barras de oro. El siguien-
te numero (240) es la cantidad que queda des-
pués de deshacerse de una barra. EL 80 es lo que
corresponde a cada una de las tres partes igua-
les en las que se dividio la cantidad anterior (240),
esto es, la cantidad tomada por el soldado A. La
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siguiente cantidad es lo restante después de que
el soldado A tomd una parte. De esta manera
hay que continuar hasta la ultima casilla.

Al terminar de analizar el esquema, los alum-
nos podran identificar la cantidad de barras que
tomo cada soldado; sugiérales que a un lado de
esas casillas escriban las letras A, By C. En la ul-
tima casilla debe estar el numero 23, que corres-
ponde a la cantidad de barras de cada una de
las tres partes iguales que se obtuvieron al final,
de las cuales se le dio una parte a cada solda-
do, ademas de las barras que ya tenia. Para saber
cuanto le correspondid a cada soldado, habra
que sumar lo que hay en la ultima casilla a lo que
ya tenian A, B, y C, respectivamente. Tenga en
cuenta que el resultado debe ser 103, 76 y 58
barras de oro, ademas de tres barras de las que
se deshicieron y una que tomo el coronel; esto
da un total de 241.

Es probable que el problema resulte complejo
para los alumnos por la cadena de operaciones
necesarias para llegar al final. Sin embargo, no
pierda de vista que dicho problema solo es un
medio para usar la divisibilidad entre 3. En este
caso, no se pretende que los alumnos resuelvan
el problema por si solos, aunque, por supuesto,
se pide que lo intenten. Después de esto se les
apoya con el esquema, a fin de que encuentren
el resultado.

En la sesion 2, observe que los alumnos reali-
cen la actividad 1 de acuerdo con las indicacio-
nes que se dan. Insista en que traten de identifi-
car alguna caracteristica comun de los multiplos
de 2,y que lacomparen con otros equipos para ver
si observan lo mismo. Haga algo similar con los
multiplos de 5. Una vez que haya algun acuer-
do, pidales que pasen a la actividad 2, en la que
escribiran las ideas que formularon. Recuérdeles
que la divisibilidad entre 3 fue estudiada en la se-
sion anterior.

En la actividad 3 puede haber soluciones di-
ferentes que sean correctas. Por ejemplo, para
que el numero 3412l | sea divisible entre 2,
en la ultima casilla se puede escribir cualquier
cifra par, sin importar la cifra que se escriba en
la otra casilla. Procure no dar esta informacion
a los alumnos antes de que lo resuelvan, pero
si es importante hacerlo notar en la puesta en
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comun. Ayudelos a describir los criterios de divi-
sibilidad de acuerdo con la actividad 4, y pregun-
teles como llegaron a esas soluciones.

Guielos a analizar con cuidado la informacion
que hay en la actividad 5, donde se incluye el
criterio de divisibilidad entre 10, que es similar a
2y5.

Aunqgue no esta sugerida en el libro del alum-
no, es conveniente hacer una puesta en comun
al término de la actividad 6.

Los criterios de divisibilidad entre 4 y 6 son
menos claros que entre 2 o entre 5; sin embargo,
se espera que la actividad 1 de la sesion 3 lleve
a los alumnos a concluir que, para saber si un nd-
mero es divisible entre 4, hay que fijarse en el
numero formado por las dos ultimas cifras. Si
éste es divisible entre 4, entonces el numero con
todas sus cifras también lo es.

Observe que en la actividad 1c) de esta sesion
no hagan la division al identificar los numeros.
En todo caso, pueden usar la calculadora para
comprobar si subrayaron adecuadamente.

En la actividad 3 es probable que algunos
alumnos prueben cifras al azar. Otros tal vez lo-
gren pensar que 6 es el producto de 2 X 3y, por
lo tanto, la divisibilidad entre 6 tiene algo que ver
con la divisibilidad entre 2 y entre 3. Cualquie-
ra que sea el razonamiento que hagan, una vez
que tengan todos los numeros, apreciaran clara-
mente que los numeros que son divisibles entre
6 terminan en cifra par, es decir, son divisibles
entre 2.

Ya que esté fijada la condicion anterior, pre-
gunte: ¢la otra cifra puede ser cualquiera? Se ha-
bran dado cuenta de que no, la otra cifra debe ser
tal que la suma de todas las cifras sea multiplo
de 3.

En el caso de los que no son divisibles entre
6, es muy probable que sea necesario su apo-
yo para que los alumnos vean con claridad que
es suficiente con que no se cumpla una de las
dos condiciones. Esto se entendera mejor en
la actividad 3c). Por ejemplo, el segundo nume-
ro (54392) termina en cifra par; sin embargo,
no es divisible entre 6 porque no cumple con la
segunda condicion: la suma de sus cifras no es
multiplo de 3. Dicho de otra manera, es divisible
entre 2, pero no es divisible entre 3.
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La actividad 5 es una recapitulacion de los cri-
terios estudiados. Al hacer la puesta en comun,
destaque que en algunos casos solo importa la
cifra de las unidades; mientras que en otros, es
indispensable considerar dos cifras.

En la sesion 4, ayude a los alumnos a analizar
con cuidado la actividad 2. Cuando encuentren
un ejemplo que muestre la falsedad de un enun-
ciado, pregunte si pueden hallar al menos otros
dos ejemplos.

Observe silos alumnos colocan de forma ade-
cuada los numeros en la actividad 3, cuya fina-
lidad es mostrar graficamente que los multiplos
de 6 estan en la interseccion de los multiplos de
2 y los multiplos de 3, puesto que cumplen con
ambas condiciones.

Las actividades 4 y 5 son, sin hacerlo expli-
cito, un adelanto a la idea de multiplo comun.
En el primer caso, la solucidon es un numero que
cumple con la condicion de ser multiplo comun
de 3,5y 6, mas 1. En el segundo caso se piden
numeros que son multiplos comunes de dos o
mas numeros. Por ahora no es necesario que se
introduzca este concepto, se estudiara después.

Finalmente, haga todo lo posible para que los
alumnos observen y analicen el material audio-
visual e interactien con el material informatico.

Pautas para la evaluacién formativa
Con la finalidad de verificar en qué medida se

logra la intencion didactica que aparece en la fi-
cha descriptiva, es necesario hacer un registro

g%g%;xéQﬁsxég%sxégﬁsx%4%$a§§§&
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para cerciorarse de que los alumnos realizan lo

siguiente:

e Usan los criterios de divisibilidad entre 5y 10
al resolver problemas.

e Emplean los criterios de divisibilidad entre 2, 3
y 6 al resolver problemas.

o Utilizan el criterio de divisibilidad entre 4 al re-
solver problemas.

¢Coémo apoyar?

Es probable que los alumnos necesiten ayuda al
redactar los criterios de divisibilidad, o al tratar
de entender en qué consiste el criterio de divisi-
bilidad entre 6; puede aprovechar esto para pro-
poner ejercicios adicionales.

¢Coémo extender?

Pidales que averiglen el criterio de divisibildad
entre 11* y que expliquen en qué se parece al de
3yaldeO.

Solicite también que indaguen el criterio de
divisibilidad entre 7 y entre 8.

Pidales que piensen en la siguiente situacion:
¢sera cierto que la suma de tres numeros conse-
cutivos siempre es divisible entre 3? Para orien-
tarlos, considere que:

n+m+1)+mn+1+1)=3n+3=3n+1)

donde se aprecia que la suma de los tres nume-
ros consecutivos es multiplo de 3.
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3. Anoten las cifras que consideren convenientes en cada cuadro para cumplir con las

condiciones que se indican. Después, contesten las preguntas.

Son divisibles entre 6 No son divisibles entre &
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4 Véase la referencia completa en la tabla de inicio de
esta secuencia.
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SIS Figuras geométricas y equivalencia de

expresiones de segundo grado 1
(LT, Vol. I, pags. 30-37)

Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Patrones, figuras geométricas y expresiones equivalentes

Aprendizaje esperado
geomeétricamente.

Formula expresiones de segundo grado para representar propiedades del area de
figuras geométricas y verifica equivalencia de expresiones, tanto algebraica como

Intencion didactica

Que los alumnos desarrollen habilidad para identificar y obtener expresiones
equivalentes que representen sucesiones o areas de poligonos.

Audiovisual
Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

o Expresiones cuadraticas equivalentes 1

o Expresiones cuadraticas equivalentes 1

. Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

e Expresiones equivalentes y no equivalentes
e Factorizacion de expresiones algebraicas de segundo grado

¢Qué busco?

Que los alumnos:

Sesion 1. Analicen y comprueben que hay di-
ferentes formas de expresar el perimetro y el
area de poligonos, a las cuales se les denomi-
na expresiones equivalentes. Que conozcan el
nombre de las expresiones algebraicas por
el numero de términos que tienen.

Sesion 2. Usen expresiones algebraicas de
segundo grado para representar el area
de figuras geométricas, asi como de suce-
siones cuadraticas. Que apliquen las pro-
piedades de la multiplicacion para obtener
expresiones equivalentes.

Sesion 3. Verifiquen la equivalencia en expre-
siones algebraicas de segundo grado al susti-
tuir la variable por valores numeéricos.

Sesion 4. Apliquen su conocimiento sobre las
propiedades de la igualdad para comprobar
que dos expresiones algebraicas de segundo
grado son equivalentes.

Acerca de...

Esta secuencia es continuacion de las que los
alumnos trabajaron en segundo grado acerca de
las expresiones algebraicas equivalentes lineales.

En esta secuencia se estudian como contex-
to algunas sucesiones de figuras cuya regulari-
dad se representa mediante una expresion de
segundo grado. Los alumnos deberan utilizar y
reconocer expresiones que aparentemente son
de primer grado, pero que son equivalentes a
expresiones cuadraticas, pues estan expresadas
en forma de multiplicacion, como es el caso de
nnily mrn Deigual manera, los alumnos ex-
presan areas de poligonos y del circulo como
contexto de donde se obtienen diversas expre-
siones cuadraticas.

También se nombran las expresiones de acuerdo
con el numero de términos que las forman: mono-
mios, binomios, trinomios, polinomios, pues sera un
lenguaje que se usara en el estudio de temas alge-
braicos, como en las ecuaciones de segundo grado.
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Sobre las ideas de los alumnos

Los alumnos han trabajado antes con sucesiones
para identificar el patron que permite encontrar
cualquier elemento de la sucesion. Sin embar-
go, transformar esa regularidad que observan en
una expresion algebraica que la represente pue-
de no resultar sencillo, por lo que sera necesario
acompanfarlos en su obtencion vy, si es necesa-
rio, retomar algunos ejemplos del grado anterior.

Por otra parte, los alumnos han identifica-
do las expresiones de segundo grado como
aquellas donde el 2 es el mayor exponen-
te de una misma variable; sin embargo, es im-
portante que aprendan que cuando se tie-
ne expresada una multiplicacion, ésta puede
equivaler a una expresion de segundo gra-
do, como sucede en el ejemplo antes citado.

¢Como guio el proceso?

En la primera sesion se puede platicar con los
alumnos acerca de como las diferentes areas de
conocimiento se entremezclan, como es el caso
de los vitrales, donde se observa la presencia de
la geometria y la quimica, entre otras disciplinas,
para lograr un producto artistico de gran valor.
En caso de que haya tiempo y conexion a inter-
net, se sugiere visitar la pagina http://vitralesco
rona.com.mx/, donde conoceran mas acerca de
la historia y elaboracion de los vitrales.

Este contexto sirve para asociar las imagenes
con diversas figuras geomeétricas que ya conocen
y obtener una expresion que represente el peri-
metro y el area correspondientes. En la pregun-
ta 1d) de esta sesion se espera que los alumnos
refuercen el conocimiento acerca de que su-
mar expresiones no es lo mismo que multipli-
carlas, pues el perimetro se obtiene con la ex-
presion (x + 3) + x + (x + 3) + x = 4x + 6, en
cambio, sudreaesx (x + 3) = x>+ 3xy 4x + 6 =
x>+ 3x. Esto lo podran comprobar sustituyendo
x por algun valor en ambas expresiones, recurso
que ya han usado anteriormente. Asimismo, ha-
galos reflexionar acerca de que la posicion del vi-
tral no determina las medidas del largo y el ancho
y, por ende, no cambia su perimetro ni su area.
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Es importante que los alumnos también ten-
gan claridad acerca de las caracteristicas de los
términos y sepan que cuando se separan por un
signo ‘mas” (+) o ‘menos” (-) dan origen a los
binomios, trinomios, etcétera.

En la sesion 2 se sigue trabajando con la bus-
queda de expresiones equivalentes, pero, a dife-
rencia de la primera sesion, donde se espera que
surjan diferentes expresiones entre los alumnos,
aqui se pide explicitamente que busquen dos
formas diferentes para expresar lo mismo.

En la actividad 4 se presentan dos expresio-
nes equivalentes, una escrita como multiplica-
cion y la otra como expresion de segundo gra-
do. Es necesario insistir a los alumnos en que
siempre que encuentren una operacion la re-
suelvan y la reduzcan para saber de qué tipo de
expresion se trata. Por ejemplo, en la expresion
3x + 5x%2 — 2x%> + x — 3x? dirlamos que es de se-
gundo grado hasta que realizamos las operacio-
nes correspondientes y se observa que se redu-
ce a una expresion de primer grado:

X+ 56 -2+ X — 3% =

Lo mismo sucede en el caso contrario, donde
pareciera que se tiene una expresion de primer
grado, pero al realizar las operaciones, en reali-
dad se observa que es de segundo grado:

y (4 + 3x — 2y) = 4y + 3xy — 2y?

En la tercera sesion se plantean problemas
donde observaran cémo obtener una expresion
algebraica a partir de un dibujo.

La sesion 4 propicia el manejo de los conoci-
mientos algebraicos estudiados hasta este mo-
mento para comprobar si dos expresiones que
se presuponen iguales, lo son al hacer las ope-
raciones necesarias. La comprobacion se hara
dando valores a las incognitas.

Finalmente, se pone en juego la reversibilidad
del pensamiento al pedir que tracen una figura
que represente una expresion dada. Es necesario
apoyar a los alumnos para que comprendan que
estas expresiones algebraicas son una especie
de formula que esta representando la manera de
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obtener el area de alguna figura geomeétrica. Si
lo considera necesario, pidales que mencionen
la forma “comun” en que representan el area de
un rectangulo (A = bh), o bien la del cuadrado
(A =[2). Asi, posiblemente, encontraran una rela-
cion mas inmediata con las expresiones que se pide
representen con una figura geomeétrica.
Para la actividad 3, inciso a), podria ser:

6y

6y

O bien, rectangulos con medidas: (4y)(9y), (12y)
(3y), (36y)(y), (18y)(2y).

En el caso de la actividad 3, inciso b), no es igual
colocar indistintamente las expresiones dadas
(2a + 2)(2a + 3), ya que al representarlas en la figu-
ra (2a)(2a) se indican dos lados iguales (cuadrado),
en tanto que 43y 42 describen un aumento, situa-
cion que debe ser representada correctamente.

Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se

logra la intencion didactica que aparece en la

ficha descriptiva, es necesario hacer un registro

para cerciorarse de que los alumnos realizan lo

siguiente:

¢ Diferencian los términos en una expresion al-
gebraica lineal y cuadratica.

¢ |dentifican los términos semejantes y saben
reducirlos.

¢ Aplican la jerarquia de las operaciones.

¢ Usan correctamente la propiedad distributiva
de la multiplicacion respecto a la adicion y la
sustraccion.

¢ Emplean correctamente la trasposicion de
términos en una igualdad.

¢Coémo apoyar?
Si los alumnos suman o restan literales igua-

les con diferente exponente, recuérdeles que
se consideran términos semejantes solo aque-
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llos que tienen la misma parte literal elevada a
la misma potencia. Por ejemplo, en la expresion:
-3a°+ a + 5a + 2a°, se pueden reducir, por una
parte —3a% + 2a°= —a?%, y por otra, a — 5a = —4a,
pero a esta ultima no se le puede sumar —4a°y
—a, pues aunque tienen la misma literal, no tie-
nen el mismo exponente.

También es posible que aun enfrenten proble-
mas al hacer la trasposicion de términos en una
igualdad, por lo que se recomienda proponerles
que recurran a la estrategia de la balanza para las
ecuaciones, donde lo que se hace de un lado de
la igualdad, también debe hacerse en el otro:

3x-8=-5x-2
3x-8+8=-5x-2+8
3x=-5x+6
3x+5x=-5x+5x+6
8x =6
8x

8

X =

| w oo

¢Coémo extender?

La formula para calcular el area de los vitrales de la
sesion 2 puede servir para que los alumnos anali-
cen la implicacion de un cociente en una expre-
sion, lo cual enriquece el analisis sobre expresio-
nes equivalentes. Puede utilizar un ejemplo como
el siguiente para que analicen qué expresion no
es equivalente a las demas, en cada grupo.

3 - (2CE) ()
A:(Sm)%
A= X(X2+4) (A= g (x+4), A = (X;4)(x)
Ao (2a +26)(a) Ao (a)<2a2+ 6)}




Secuencia 4

Ecuaciones cuadraticas 1
(LT, Vol. I, pags. 38-45)

Tiempo de realizacion

3 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Ecuaciones

Aprendizaje esperado

Resuelve problemas mediante la formulacion y solucion algebraica de ecuaciones
cuadraticas.

Intencion didactica

Que los alumnos reconozcan la representacion grafica de una ecuacion cuadratica
e identifiquen la(s) solucidn(es). Que usen el ensayo y error al plantear y resolver
ecuaciones cuadraticas.

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

Audiovisual
e Fcuaciones cuadraticas 1

Informatico

alumno

e Andlisis de ecuaciones cuadraticas

) Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

* Recomendaciones iniciales para el estudio de ecuaciones cuadraticas
» Aspectos a considerar para resolver ecuaciones cuadraticas incompletas

¢Qué busco?

Que los alumnos:

Sesion 1. Conozcan las caracteristicas de una
ecuacion de segundo grado, en contraste con
las de primer grado, asi como algunos proble-
mas que se pueden resolver con ellas.

Sesion 2. Analicen el proceso para la formu-
lacion de una ecuacion de seqgundo grado, su
solucion por ensayo y error, y el hecho de que
tiene dos soluciones.

Sesion 3. Conozcan larepresentacion graficade
una ecuacion de segundo grado e identifiquen
los puntos de corte con el eje X como solu-
ciones de la ecuacion. Analicen la pertinencia
de las soluciones en relacion con el proble-
ma de que se trata.

Acerca de...

La presente secuencia introduce al estudio de las
ecuaciones de segundo grado. Se apoya en lo
que los alumnos saben de las ecuaciones de
primer grado, tanto para contrastar sus caracte-

X

risticas, como para aprovechar dichos conoci-
mientos en la comprension y el uso de una nue-
va herramienta.

En la seccion “Para empezar” se eligio el con-
texto histdrico relacionado con la vida de Diofan-
to por dos razones: una, porque se trata de un
personaje importante para el desarrollo del al-
gebra; y otra, porque da pie a la formulacion de

a) El epitafio habla de tres etapas de su vida; represéntenlas algebraicamente.

6 12 7

Etapa en que aparece Etapa entre el primer bozo
el bozo en su mejilla y antes de casarse
X X

Numero total
mensajes [EL L

d) Con base en la situacion anterior, completen la siguiente tabla.

: En el grupo \
X

Numero total
de alumnos (incognita)

enviados por cada x(x-1)

Numero de mensajes
alumno

a0
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una expresion algebraica de primer grado, con la
idea de partir de lo que los alumnos saben hacer.

Varios de los aspectos que se abordan en esta
secuencia no se agotan, se continuara profun-
dizando su estudio en los siguientes bloques,
en la medida en que los alumnos se familiaricen
con la manipulacion algebraica. Por ejemplo, el
asunto de las raices de una ecuacion de segundo
grado se apoya, en esta secuencia, en el calculo
mental, el ensayo y error y en la representacion
grafica, porque la partevisualayudaalacompren-
sion, pero mas adelante, ademas de estos recur-
sos, podran usar alguno de los métodos que se
conocen para resolver ecuaciones.

El ensayo y error se apoya en una idea que los
alumnos ya manejan: la de encontrar un numero
que satisfaga la ecuacion. Se analiza, ademas, que
Nno necesariamente las dos raices de una ecua-
cion cuadratica son soluciones del problema en
cuestion. Por ejemplo, un numero negativo no
puede ser la medida de una superficie.

Es notorio que en esta secuencia se pone én-
fasis en la representacion algebraica de los datos
del problema y de la ecuacion que permite re-
solverlo, con la finalidad de que los alumnos se
acostumbren a sistematizar los procesos de solu-
cion, desde el inicio hasta la verificacion de que
el resultado obtenido es correcto.

Sobre las ideas de los alumnos

Losalumnos suelen pensar que asicomo hay pro-
blemasdesuma, derestayde multiplicacion, tam-
bién hay problemas de ecuaciones. Con frecuencia,
las practicas de enseflanza ponen los problemas
alservicio de las operacionesy no las operaciones
o las ecuaciones al servicio de los problemas,
como deberia ser. Para contrarrestar estas ideas,
esnecesario estarabiertosaquelosalumnosusen
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lo que saben hacery, a partir de ahi, favorecer que
adquieran los nuevos conocimientos.

Las ecuaciones son una herramienta poten-
te para resolver problemas y, por esta razon, es
importante que los alumnos las conozcan y las
sepan usar cuando les resulten necesarias. Se
sabe que una de las grandes dificultades es la re-
presentacion algebraica de los datos de un pro-
blema y el establecimiento de la relacion entre
éstos para formular la ecuacion; luego vienen
otras dificultades que no corresponden a esta
secuencia, como el uso de técnicas mas eficien-
tes para resolver la ecuacion.

El despeje de la incognita elevada al cuadra-
do puede confundirse con la multiplicacion por
dos. Hay que estar atentos a este posible error
y enfatizar el uso de la propiedad de la igualdad,
mediante la cual se puede efectuar la misma
operacion en ambos miembros de la ecuacion.

Los alumnos estudiaron la raiz cuadrada en
segundo grado, pero es hasta este momento
cuando se usa para resolver ecuacionesy se re-
salta el doble signo de la raiz, entre otras razones
porque se pone en evidencia cuando la ecua-
cion se representa graficamente.

¢Cémo guio el proceso?

Lea junto con los alumnos la seccion “Para em-
pezar” y plantee algunas preguntas para aclarar
lo que dice. Por ejemplo: “;Cuantos afos han
pasado desde 1600 a. n. e. hasta la fecha ac-
tual?”; “;En qué parte del mundo se ubicaba Ba-
bilonia?”; “;Cémo se llama actualmente?”; “; Tie-
nen idea de qué hacer para saber cuantos afios
vivio Diofanto?”. No es necesario que en este
momento den la respuesta correcta a esta pre-
gunta, porque en seguida se desarrolla un proce-
SO para encontrar la respuesta.

15 Anos

\_

gue el producto es 315. Anoten aqui los resultados.

c¢) Continlen este razonamiento hasta encontrar las edades de ambos. Verifiqu&

21 Anos
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En la actividad 1 de la sesion 1, los incisos a)
y b) dan la pauta para saber a qué edad murio
Diofanto. Al expresar algebraicamente las tres
etapas que se mencionan en el epitafio y des-
pués de efectuar la suma, -+ -5 + -5, se obtiene
%x, es decir, estas tres etapas abarcan % del to-
tal de afos que vivio, de donde se deduce que
vivio 84 afios. A partir de esta informacion se
pueden plantear y responder otras preguntas,
anime a los alumnos a que piensen algunas; esto
es parte de la puesta en comun que se sugie-
re en la actividad 2. Es muy probable que surja
algo como lo siguiente:
¢ A qué edad se caso Diofanto?

e ,;Cuantos afos tenia Diofanto cuando nacio
su hijo?
e ;Cuantos afios vivio su hijo?

El problema de la actividad 3 se desarrolla en
tres etapas, las dos primeras en el plano de lo
concreto, primero en equipo y luego en el gru-
po. Este desarrollo tiene dos finalidades impor-
tantes. La primera es que los alumnos entiendan
el problema, y la sequnda, de caracter mas ge-
neral, es usar la estrategia de reducir las cantida-
des con el fin de encontrar un camino que lleve
a la solucion de un problema. En la tercera etapa
se busca generalizar el procedimiento encontra-
do en las dos etapas anteriores.

La generalizacion queda resumida en la ta-
bla del inciso d) y la formulacion de la ecuacion
de segundo grado se hace explicita en el inciso
e). Es muy importante dejar claro a los alum-
nos que lo que permite formular la ecuacion es
tener dos valores iguales, uno de ellos expresa-
do algebraicamente, x(x — 1); y el otro median-
te un numero, 650. Ambas expresiones repre-
sentan la cantidad total de mensajes enviados,
por lo tanto, se pueden relacionar mediante el
signo igual.

2. El proceso que realizaron en la actividad anterior también se puede hacer utilizando

el lenguaje algebraico. Anoten las expresiones algebraicas que se piden.

X(x + 6) 315

Al hacer la puesta en comun, seguramente los
alumnos dirdn que para resolver la ecuacion pro-
baron con distintos numeros hasta que encontra-
ron el que satisface la ecuacion. En ese momento
No se espera que usen otro procedimiento.

En la sesion 2, en las actividades 1y 2, se desa-
rrolla el proceso para resolver un problema que
intenta averiguar edades. La logica es diferente
a la del problema 3 de la sesion anterior, donde
envian mensajes. En la actividad 1 de esta sequn-
da sesion, los alumnos usan ensayo y error para
encontrar la solucion; en la actividad 2 usan el
algebra nuevamente con la idea de mostrar que
se tienen dos valores iguales (el producto de las
edades) y que se pueden relacionar con el signo
igual para obtener una ecuacion. La solucion en-
contrada anteriormente se usa para verificar que
la ecuacion se satisface.

En la actividad 3 es importante recalcar que
hay ecuaciones que no parecen ser de segundo
grado y lo son, como es el caso de x(x + 5) = 6,
pues al efectuar la multiplicacion indicada con
el paréntesis resulta x> + 5x = 6. Contrariamen-
te, hay ecuaciones que parecen ser de segundo
grado y no lo son. Por ejemplo, x> + 2x — 3 =
X2 — x4+ 9, pues, al simplificar la ecuacion, se eli-
minan los términos cuadraticos y resulta 3x = 12,
que es una ecuacion de primer grado.

En las actividades 4 y 5 se contrasta que una
ecuacion de primer grado con una incognita
tiene una solucion, mientras que una de segundo
grado con una incognita tiene dos soluciones.
A partir del trabajo realizado es muy probable
que los alumnos, por ensayo y error, encuen-
tren la solucioén positiva del enunciado B. Los in-
cisos ¢) y d) los llevaran a encontrar la solucion
negativa.

La ultima pregunta de la actividad 6, con la que
termina la sesion, merece especial atencion por-
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que algunos alumnos podrian pensar que las dos
soluciones son 14 y 15, la solucion positiva, y =15
y =14, la solucion negativa. Efectivamente, am-
bas parejas corresponden a numeros consecu-
tivos, su producto es 210 y son solucion del pro-
blema; sin embargo, las dos raices, o la solucion
de la ecuacion, es 14 y —15. Se puede verificar
que éstos son los unicos numeros que satisfacen
la ecuacion.

La reflexion anterior se confirmara al realizar
las actividades 1y 2 de la sesion 3. En las graficas
de la actividad 1 se muestran las soluciones, tan-
to de la ecuacion que corresponde al enuncia-
do A, como la que corresponde al enunciado B.
Es muy importante que al hacer la puesta en co-
mun, en la actividad 2, apoye a los alumnos para
que les quede claro que las soluciones, tanto de
la ecuacion de primer grado, como de la de se-
gundo grado, estan en el cruce de la recta y de
la curva, respectivamente, con el eje X del plano
cartesiano.

Los alumnos saben que cualquier punto del
plano cartesiano se representa con una pareja
ordenada de numeros (x, y), que se llaman coorde-
nadas del punto. El primero es la abscisa (el valor
de x) y el segundo es la ordenada (el valor de y).
La solucion de la ecuacion, entonces, es el va-
lor de la abscisa cuando el valor de la ordenada
es cero. Esto se dice en el recuadro de forma-
lizacion.

En la actividad 3 se desarrolla un proceso para
resolver un problema de areas. Observe si los
alumnos van aprendiendo a expresar algebraica-
mente los datos del problema y si identifican las
dos expresiones que representan el mismo valor
del area, una expresion algebraica y otra numé-
rica, mismas que se relacionan con el signo igual
para formar la ecuacion.

La grafica delinciso d) muestra las dos solucio-
nes de la ecuacion, los alumnos pueden verificar
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que —4 también es solucion de la ecuacion; sin
embargo, lo que hay que destacares que —4 noes
solucion del problema, pues si el valor del area
es cero, no existe tal superficie y un valor menor
que cero no tiene sentido.

Pautas para la evaluacién formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se
logra la intencion didactica que aparece en la fi-
cha descriptiva, es necesario hacer un registro
para cerciorarse de que los alumnos realizan lo
siguiente:

Distinguen claramente la diferencia entre una
ecuacion de primer grado y una de segundo
grado.

Identifican las dos raices de una ecuacion de
segundo grado a partir de su representacion
grafica.

Discriminan entre la solucion de la ecuaciony
la solucion del problema.

Planteany resuelven por ensayo y error, ecua-
ciones de segundo grado cuya relacion con
el problema es clara.

¢Coémo apoyar?

Proponga, si lo considera necesario, ejercicios
adicionales para que los alumnos expresen alge-
braicamente enunciados verbales. Por ejemplo:
el doble de un numero, si la suma de dos nume-
roses 25y uno deellos es x, scual es el otro?, simi
edad actual es x, jcuantos afios tendré dentro de
cinco afios?, ;cual era mi edad hace cinco afios?

¢Coémo extender?
Si observa que los alumnos resuelven facilmente

algun problema, pidales que inventen uno para
que todo el grupo lo resuelva.

ﬂ.

que se piden.

X+1

Trabajen en equipo y completen la siguiente tabla con las expresiones algebraicas

X+ (x+1) x(x +1)
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Funciones 1
(LT, Vol. I, pags. 46-55)

Secuencia 5

Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico Numero, algebra y variacion

Tema Funciones

Analiza y compara diversos tipos de variacion a partir de sus representaciones tabu-

Ty

12 f

Aprendizaje esperado

lar, graficay algebraica, que resultan de modelar situaciones y fendomenos de la fisica
y de otros contextos.

Material

Mapamundi con lineas terrestres.

Intencién didactica

Que los alumnos analicen y comparen de manera cualitativa diferentes formas de
variacion a partir de sus representaciones graficas en contextos que resulten familia-

res o significativos para los alumnos.

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

e Llenado de recipientes

» Andlisis cualitativo de graficas de relaciones de variacion

) Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo
para el maestro

 Interpretacion de graficas con secciones curvas
» Relaciones funcionales con variacion cuadratica

¢Qué busco?

Que los alumnos:

* Sesion 1. Analicen, por medio de la grafica, di-
ferente informacion de la situacion como los
valores maximosy minimos, asi como la varia-
cion de las horas de luz y los intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento en diferentes épo-
cas del afo.

* Sesion2.Analicenlainformaciondelas funcio-
nes ya graficadas, que hagan interpolaciones
para estimar valores a partir de datos conoci-
dos y usen la informacidon que conocen para
construir otras graficas.

¢ Sesion 3. Comparen las representaciones gra-
ficas y las diversas relaciones funcionales no
lineales para entender la relacion de depen-
dencia y la variacion entre dos cantidades.

e Sesion 4. Relacionen el contexto con el tipo
de representacion para profundizar en las
nociones de dependencia y razon de cambio.

Acerca de...

Las graficas de funciones sirven, entre otras co-
sas, para analizar las relaciones de dependencia
entre dos conjuntos de cantidades y el tipo de
variacion que existe entre éstas.

Desde la educacion primaria, los alumnos han
trabajado con la relacion que hay entre dos con-
juntos de cantidades, y en la secundaria han pro-
fundizado en el estudio de las relaciones como
procesos de variacion. En particular, se ha hecho
hincapié en los procesos de variacion funcional
con situaciones lineales y de proporcionalidad di-
recta e inversa. Ademas, el estudio de los fendme-
nos de variacion se ha hecho mediante diferentes
representaciones matematicas. Dicha experiencia
les permitira hacer un analisis de otro tipo de rela-
ciones funcionales tomando en cuenta aspectos
cualitativos de la variacion a partir de las graficas
para derivar en soluciones cuantitativas u otro
tipo de representacion (tabular o algebraica).
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Sobre las ideas de los alumnos

En esta secuencia se debe aprovechar lo estudia-
do en los grados anteriores. Los alumnos, al tener
experiencia en identificar las variables de un feno-
meno que se puede modelar mediante una grafica,
tienen las nociones que les permiten identificar
y analizar las relaciones de dependencia y varia-
cion. Sin embargo, es probable que las nociones
no estén afianzadas del todo, por lo que es nece-
sario detectar que aun les falta construir e identi-
ficar las concepciones erroneas para formalizar lo
aprendido a partir de situaciones lineales.

¢Cémo guio el proceso?

Leay comente con los alumnos la seccion “Para
empezar”. Ponga atencion en las nociones que
tienen respecto al fendmeno y al tipo de res-
puestas que dan sus alumnos; esto le permitira
resolver dificultades que se presenten a lo lar-
go de la secuencia, derivadas de lo que saben
o desconocen respecto al tema y a la duracion
del dia y la noche. No olvide volver a estas pre-
guntas al finalizar la secuencia para que los
alumnos contrasten lo que sabian al inicio con
lo que aprendieron.

A lo largo de la secuencia se pretende que los
alumnos describan el comportamiento de la grafi-
caconsus propias palabrasy que, ademas, vinculen
esta informacion con el fendmeno o la situacion
que representa; es decir, que también describan
el fendmeno o comportamiento modelado.

En la actividad 1 de la sesion 1, observe si los
alumnos asocian los dias mas largos o mas cor-
tos con ciertas épocas del afio o ciertos meses.
Detecte qué uso le dan a la grafica para determi-
nar la duracion del dia en funcion
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ce la cantidad de luz solar en Tijuana?, ;durante
qué meses el numero de horas de luz solar en
Tijuana es mayor de 13 y menor de 9 horas?,
¢cual es la variacion del numero de horas de luz
solar entre el 15 de octubre y el 21 de noviem-
bre? Observe con cuidado que los alumnos
hagan correctamente la particion de los meses
sobre el eje horizontal, dependiendo de lo que
estén graficando. Ademas, pidales que encuen-
tren dos fechas en las cuales la duracion de la
luz solar sea de 12 horas y 15 minutos, y revise
que partan adecuadamente el segmento de una
hora sobre el eje vertical.

En la actividad 2, ademas de trabajar los mis-
Mos aspectos que en la 1, se pretende que el ana-
lisis del contexto sea clave para entender por qué
la diferencia de las graficas centra la atencion en
el crecimiento y el decrecimiento de éstas (como
crece o decrece la cantidad de horas de luz so-
lar, en qué puntos alcanza el valor maximo y en
cual el minimo); verifigue que sus alumnos en-
tiendan el comportamiento de la grafica relacio-
nandolo con el fendmeno que representa. Si nota
que algunos alumnos tienen dificultades para res-
ponder las preguntas, regrese a éstas despues del
llenado de la tabla de la actividad 1 de la siguiente
sesion. Tome en cuenta que las respuestas para la
actividad 2 de la sesion 1, deben ser: a) Oslo, San-
tiago, porque es invierno para ellos; b) Santiago,
Oslo; ¢) 15 de junio, 21 de marzo y 21 de septiem-
bre; d) 21 de marzo y 21 de septiembre.

En la sesion 2, comenzaran con el uso de ta-
blas como apoyo para determinar puntos espe-
ciales sobre las graficas usando su conocimien-
to previo y la estimacion de puntos en la grafica
a partir de datos conocidos para contestar las
preguntas de la actividad 1.

de la fecha que se les pregunta.
Tome en cuenta que las respues-
tas deben ser: a) entre diciembre
y enero; b) junio, diciembre; c) 14
hy 30 min; d) 10 h, 12 h 30 min
y 11 h.

Puede complementar la activi-

Tijuana

Canclin

11h

10hy
30 min

12hy
12 min

13hy
48 min

Al Al

13hy
30 min

11hy30

11h 12h K
min

13h 12h

" h<_’////

dad con preguntas sobre el cam-
bio de direccion de la grafica, es
decir: ;a partir de cuando aumenta la cantidad de
luz solar? O bien, ¢a partir de qué fecha decre-

El proceso que encontraran en esta sesion in-
volucra graficar, lo que les permitira movilizar el
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conocimiento matematico para describir de me-
jor manera la situacion ala que se enfrentany, asi-
mismo, comprender el fendmeno de la vida real
que se les presenta. Tome en cuenta que las
respuestas para la actividad 1 son: a) 14 h 15 min
y 13 h 30 min, si; b) Se debe a que las ciudades
estan a diferentes latitudes.

Las actividades 2 y 3 estan estrechamente re
lacionadas con la actividad anterior. Entender las
graficas les ayudara a comprender mejor la si-
tuacion en las diferentes ciudades aunque no
sepan mucho del tema tratado. Conviene desta-
car que en las graficas vemos que la cantidad de
horas de luz varia segun pasa el tiempo; es decir,
depende de éste. Ademas, para cada dia del ano
hay un unico valor de horas de luz. Conviene
que reflexionen en torno a esto. Si observa que
hay dificultades para responder las preguntas,
en particular los cuestionamientos de los incisos
b) y c), puede ver con los alumnos el siguiente
video, o bien, pedirles que lo vean previamen-
te en casa para auxiliarles a profundizar acer-
ca de los movimientos de la Tierra: https://www.
youtube.com/watch?v=xPF6V7lisas&ab_chan
nel=BetzabethjMayorga

El uso de un mapamundi resulta fundamental
para lograr una mejor comprension del feno-
meno y visualizar de otra manera por qué la va-
riacion entre fechas del afio y las ciudades se da
de esa manera. Puede trabajar también en algun
momento de la sesion, o dejarlo de tarea, el es-
tudio de los equinoccios. Analizar a

ras el dia 21 de septiembre de 2019, ;cuantas ho-
ras habra durado la noche? O bien, jcuantas
horas no hubo luz solar? Ademas, si observa que
aun tienen dificultades para comprender a caba-
lidad la grafica, puede cuestionar a sus alumnos
de tal forma que fijen su atencién en que la no-
che mas corta coincide con el dia mas largo y
viceversa, de tal manera que reflexionen y con-
jeturen sobre como se comportara la grafica que
tienen que trazar. Si tienen previamente nocio-
nes al respecto, puede pedirles que esbocen la
grafica sin dar valores y la comparen con la final.

Otra actividad que puede trabajar con el gru-
po para que observen las caracteristicas de estas
graficas complementarias, es dibujar en una pa-
gina aparte una reproduccion —lo mas grande
posible— de las graficas de las cuatro ciudades
(p.47). En esa reproduccion, los alumnos pueden
trazar las graficas de la duracion de la noche y
observar las simetrias que hay entre las graficas
deldiay las de la noche. De esta manera, aprove-
chan la oportunidad de observar lo complemen-
tario de los fendmenos que se estan estudiando.

Al final de la sesion, algo que tiene que quedar
claro es por qué no puede haber mas de un va-
lor para cada fecha que se tome, es decir, la du-
racion del dia (o la noche) depende de la fecha
en que se esté. Ademas, para cada fecha y cada
ciudad se registra sélo una cantidad de horas
de luz solar, pues en un mismo dia y fecha, la du-
racion del dia no puede tener diferentes valores.

fondo las graficas de las ciudades de
Oslo y Santiago de Chile le permitira
profundizar, si asi lo desea, en el es- 20
tudio del contexto, los movimientos i
de la Tierra, su inclinacion respecto al 71
Sol, etcétera.

En la actividad 6 se espera que el
alumno use la informacion recabada
junto a lo que sabe respecto a la du-
racion de un dia (24 horas). Si observa
que tienen dificultades para responder
y las preguntas de la actividad no son
suficientes para detonar lo que saben,
pregunte respecto a la informacion de

Horas de luz solar

Gréafica | Duraciondela nu7~solar en cuatro ciudades \
del mundo en el afio 2019

== Canclin, México

=== Santiago de Chile, Chile
Oslo, Noruega
s Tripoli, Libia

la tabla de la actividad 1 de esta misma
sesion. Por ejemplo, sien Tijuana la luz K
solar estuvo presente durante 12 ho-

} } } } } } } } } } }
Olene O1febrero 01 marzo Olabril Olmayo Oljunio 01julio Olagosto Olsep  Oloct  0lnov 01 dic

X

Dias del afio
Fuente: https://bit.ly/2HZFOus
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[ Sesion De Tijuana a Cancdn \
3 t
1. Trabajen en pareja las actividades de esta sesion. Amalia y su madre se mudan de Ti-
juana a Cancun. Para ello, consultan la pagina de la Secretaria de Comunicaciones
y Transportes y encuentran una ruta que implica recorrer 4350 km. Trazan la gréafica
que ves aqui y que representa el kilometraje que recorreran por cada hora de viaje si
mantienen una velocidad constante. Con base en ella, respondan las preguntas que
aparecen enseguida.
, Grtics | [ e e
5000 4
4500 ;
4000
é 3500 1
9% 3000
2 2500 4
E 2000
g 1500 4
1000
500 +
‘ o =+r—+—+—+—+—t+—t+—+t+—t++++++++++++t>x
| 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44
Horas de viaje
La sesion 3 se debe trabajar retomando Lo lelas al eje X'y son, aproximadamente, 26 horas.
que los alumnos ya conocen (la representacion Preste especial atencion al inciso c), ya que us-
grafica de una funcion lineal) con algo relati- ted debe ayudar a los alumnos a comprender
vamente nuevo. Las preguntas estan enfocadas gue en los segmentos planos lo que avanza es el
a centrar también el analisis de la variacion en tiempo y no la distancia, lo que significa que
aspectos cuantitativos, sobre todo en la nocion el coche estuvo detenido.
de razon de cambio. Comparar dos situacio- Asimismo, centre la atencion en la parte curva
nes que modelan el mismo viaje puede ser util de la graficay pregunte: ;se puede hablar de una
para aproximarse a un modelo de la realidad. velocidad promedio en esta grafica? Comente
En primer lugar, se presenta un viaje en condi- gue ésta es la seccion con mayor velocidad, lo
ciones ideales donde la velocidad constante es cual se puede saber debido a su forma curva. Pre-
de 96.66 km/h, después se presenta otro viaje gunte, ademas: ;qué significa hablar de velocidad
en condiciones un poco mas reales. Centre la promedio?, y ;cOmo se representa graficamente
atencion en los segmentos donde varid la ve- la aceleracion o la desaceleracion del vehiculo?
locidad respecto a un segmento anterior, por Si los alumnos aun tienen dificultades con
ejemplo, pueden analizar y determinar a qué esto, refuerce la idea de razon de cambio y cre-
velocidad iban durante las primeras cinco ho- cimiento con las actividades de la sesion 4 y el
ras de viaje y compararla con la velocidad pro- llenado de albercas. Ahi encontraran también
medio que alcanzaron entre las horas 25y 29 problemas que les permitiran centrar el analisis
de viaje. de la variacion en aspectos cuantitativos para
Ademas, comente que el tiempo que estuvo los cuales pondran en juego las nociones de de-
detenido el auto se muestra en las partes para- pendencia y de razéon de cambio.
Joa
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Complemente las preguntas planteadas con
otro tipo de situaciones y modificando la forma
dela alberca; por ejemplo, sifuera un prisma rec-
tangular recto, ;como se veria su grafica?, ;,como
seria si tuviera una forma cilindrica?, ;qué par-
te de la forma de la alberca provoca la mayor
variacion?

Pautas para la evaluacién
formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se

logra la intencion didactica que aparece en la

ficha descriptiva, es necesario hacer un registro
para cerciorarse de que los alumnos realizan lo
siguiente:

¢ Distinguen claramente qué es una funcion y
la relacion de dependencia que hay entre dos
variables.

o Grafican la duracion de las noches para cada
ciudad usando la informacion que tenian de
las graficas y respuestas anteriores.

¢ Vinculan o explican los fendmenos a partir de
una representacion grafica.

* Ante las relaciones funcionales que se pre-
sentan, ;determinan qué variable es la depen-
diente y cudal es la independiente.
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¢Coémo apoyar?

Un aspecto importante por considerar en las fun-
ciones es la lectura de las graficas a que dan lugar.
Insista a los alumnos acerca de la estrecha rela-
cion entre los valores que se obtienen en las ta-
blas al marcar algunos puntos de la grafica y la
elaboracion de las graficas donde deben apre-
ciarse los puntos correspondientes.

¢Coémo extender?

Si observa que los alumnos han comprendido el
concepto de funcion y no tiene problemas para
el llenado de tablas y la construccion de grafi-
cas, pida que extrapolen sus datos para calcular
el valor de un punto que no esté en las graficas
mostradas. Por ejemplo, para el caso de las gra-
ficas de la luz solar de alguna ciudad, podria pe-
dir que tracen la grafica del aflo siguiente, o bien,
del anterior. Sugiera que vean el siguiente video
o recomiende otros que considere pertinentes
para profundizar respecto al tema de los mo-
vimientos de la Tierra y las lineas de referencia
que se tienen: https://www.youtube.com/watch?
v=0yl1b5RZ44CY, https://www.youtube.com/
watch?v=xPF6V7lisas

y
Grafica 1

Altura del nivel de agua

Tiempo de llenado

Grafica 3

Altura del nivel de agua

Tiempo de llenado

Grafica 2

Altura del nivel de agua

Tiempo de llenado

Alberca2 m

a) Indiquen con una v cudl es la grafica que repre-
senta el comportamiento del llenado de las dos

albercas. Justifiquen su eleccion.

b) ¢En cual de las dos albercas se tiene que cor-
tar primero el flujo de agua para evitar que se
desborde.
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Poligonos semejantes 1

(LT, Vol. 1, pags. 56-65)

Tiempo de realizacion

5 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema

Figuras y cuerpos geométricos

Aprendizaje esperado

Construye poligonos semejantes. Determina y usa criterios de semejanza
de triangulos.

Material

Juego de geometria, tijeras, cartulina.

Intencidén didactica

Que los alumnos identifiquen y construyan poligonos semejantes.

Audiovisuales

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

e Razon de semejanza

e Construcciones de poligonos semejantes
¢ Aplicaciones en situaciones reales de la semejanza

. Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

¢ Aspectos didacticos de la ensefianza de los poligonos semejantes
e Acerca de los criterios de semejanza

¢Qué busco?

Que los alumnos:

¢ Sesion 1. ldentifiguen figuras trazadas a escala
como figuras semejantes.

e Sesion 2. Determinen la razon de semejanza de
dos poligonos semejantes.

e Sesion 3. Construyan poligonos semejantes.

¢ Sesion 4. ldentifiquen que los poligonos seme-
jantes son aquellos que tienen sus angulos res-
pectivamente iguales y cuyos lados correspon-
dientes son proporcionales.

e Sesion 5. Exploren las relaciones entre la con-
gruencia y la semejanza de poligonos.

Acerca de...

Los alumnos han estado en contacto con el pensa-
miento proporcional desde primaria y en los dos afios
que llevan de estudio en secundaria. Ya se enfrentaron
a problemas de figuras a escala al estudiar las magni-
tudes proporcionales; por esta razon, y considerando
la escala como un saber previo, esta secuencia inicia

el estudio de los poligonos semejantes a partir de las
figuras a escala.

Con el estudio de los poligonos semejantes, los
alumnos profundizaran sus conocimientos de propor-
cionalidad, realizaran construcciones geomeétricas y
revisaran angulos y su medida, asi como la congruen-
Cia de los mismos.

Sobre las ideas de los alumnos

En la vida cotidiana, los alumnos usan la palabra
semejante como sindnimo de parecido; en ma-
tematicas, decir que un poligono es semejante
a otro no se refiere a que es "parecido’, tiene un
significado especifico. Por ejemplo, los alumnos
podrian pensar que todos los rectangulos son pa-
recidos entre si, pero en esta secuencia aprende-
ran que no todos los rectangulos son semejantes.

Un error comun entre los alumnos al resolver
problemas de proporcionalidad es concebirlos
como problemas de suma o resta, cuando en
realidad la proporcionalidad pertenece al campo
conceptual de la multiplicacion y la division. Por ejem-
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plo, en la sesion 3, actividad 4, se pide que cons-
truyan una ampliacion de las figuras que con-
forman un rompecabezas. Considerando que el
lado que mide 4 cm, en la ampliacion mida 5 cm,
escomun que piensen que deben sumar 1atodos
los lados de las figuras (razonamiento aditivo) en
lugar de multiplicar por % (razonamiento mul-
tiplicativo) para obtener lados proporcionales.

Los alumnos estudiaron en primer grado la con-
gruencia de poligonos; es importante que al termi-
nar de trabajar esta secuencia, construyan la idea de
que la congruencia es un caso particular de la se-
mejanza, donde la razdon de semejanza es 1

1

¢ Qué material se necesita?

En esta secuencia los alumnos ocuparan su juego
de geometria, tijeras y, de ser posible, cartulina para
la sesion 3. En esta sesion utilizaran el recortable 2
de la pagina 101.

¢Cémo guio el proceso?

Se sugiere iniciar platicando con los alumnos acerca de
los ejemplos que conoce de figuras a escala para des-
pues leer y comentar lo enunciado en “Para empezar”,
Al finalizar, puede comentar que en matematicas la
palabra semejanza tiene un significado mas especifico
que el que tiene en la vida cotidiana.

En el desarrollo de la secuencia, continuamente
se solicita a los alumnos que argumenten sus res-
puestas a los problemas. Es importante que en las
puestas en comun que realice no solo se compa-
ren las respuestas, sino que también se comenteny
discutan los argumentos.

Al trazar las figuras a escala que se piden en la acti-
vidad 3 de la sesion 1, de manera implicita los alumnos
haran uso de la proporcionalidad de los lados; verifique
que realmente lo hayan hecho en su cuaderno.

Determinar la escala o razdon de semejanza entre
dos poligonos no es facil para algunos alumnos. Mu-
chas veces invierten el orden en que deben realizar el
cociente que determina la razon; por ejemplo, deter-
minan que es 2 en lugar de . Puede apoyarlos ha-
ciéndoles reflexionar sobre la idea de que si el poligono
trazado es menor que el original, entonces la razon de
semejanza debe ser una fraccion menor que uno'y, por
lo tanto, corresponde a una reduccion; en cambio, si el
poligono trazado es mayor que el original, entonces la
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razon de semejanza es mayor que uno 'y, por tanto, es
una ampliacion. Como ejemplo de lo anterior, obser-
ven la escala de algunos mapas de localidades: siem-
pre sera una fraccion menor que la unidad (w%), wﬁ)
etcétera).

Respecto a construir el Sistema Solar a escala, se
recomienda que reflexione con los alumnos que, por
ejemplo, la distancia de Mercurio al Sol es de aproxi-
madamente 58 millones de kilometros.® Si se usara
una escala para representar cada millon de kildmetros
con un centimetro, Mercurio quedaria a 58 centimetros
del Sol, mientras que Plutdn (cuya distancia es aproxi-
madamente 6 000 millones de kildmetros, quedaria
a 6 000 centimetros, es decir a 60 metros. Otro reto
sera representar el diametro del Sol, 1392 000 km,
por lo que su Sol tendra que medir aproximadamente
1.4 cm de didmetro. Jupiter, por su parte, que es el pla-
neta mayor (diametro 142 984 km) tendria que quedar
de 1.4 mm de diametro, lo que hace casi imposible
dibujar los demas planetas, dado el tamafo que de-
berian de tener.

Se espera que los alumnos se den cuenta de que la
razon de semejanza de un poligono respecto a otro se
obtiene dividiendo la medida de algun lado de un po-
ligono entre la medida del lado correspondiente en el
otro poligono. Asi, la razdn de semejanza del poligono
A respecto al poligono B es:

lado
del poligono A

Razon de semejanza = -
lado correspondiente

del poligono B

Una de las actividades que hara que los alumnos
abandonen concepciones erroneas —como el pen-
samiento aditivo— acerca de la construccion de fi-
guras semejantes es el armado de los rompecabezas
geomeétricos propuestos en la sesion 3; es muy impor-
tante utilizarlos tal como se indica en las instrucciones.
Cada rompecabezas debe tener las piezas indicadas;
es necesario que se repartan las piezas por equipo; si
no hay suficientes alumnos de tercer grado, se reco-
mienda formar equipos con los alumnos de segundo
e incluso con los de primero.

Se espera que no tengan problema en construir
las piezas del primer rompecabezas porque los lados
son perpendiculares. De ser necesario, recuerde a los
alumnos como trazar rectas perpendiculares usando

5 Fuente: https://www.nocreasnada.com/la-distancia-
de-los-planetas-al-sol/
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las escuadras. El primer rompecabezas tiene el propo-
sito de que centren su atencion en la proporcionalidad
de los lados. Es probable que, como se pide que el
lado que mide 4 cm deba medir 3 cm, piensen que
deben restar 1 cm a cada lado de las piezas que es-
tan construyendo. Al tratar de armar la reduccion del
rompecabezas, los alumnos se daran cuenta de que
esta idea es errdnea. La razén de proporcionalidad de
la figura que van a construir respecto al original es %
por lo que deberan obtener % de la medida de cada
lado de la pieza que estan construyendo, esto equi-
vale a multiplicar por % Sera una oportunidad para
repasar coOmo obtener % de una cantidad o, bien,
como multiplicar por =~

Como aparece en la sesion, se sugiere una
puesta en comun después de trabajar el primer
rompecabezas. El propodsito es reflexionar sobre la
proporcionalidad de los lados y como obtener la-
dos proporcionales antes de continuar.

El segundo rompecabezas presenta una dificultad
adicional: en dos piezas hay angulos que no son rec-
tos. La dindmica sera la misma y el propdsito ahora es
gue se den cuenta de que no es suficiente la propor-
cionalidad de los lados correspondientes, sino que,
ademas, hay que fijarse en la igualdad de los angulos.

En la sesion 4 se pretende reafirmar las dos con-
diciones que se requieren para que dos figuras sean
semejantes (igualdad de angulos y proporcionalidad
de lados correspondientes). Se espera que en los ar-
gumentos que se piden en la tabla de la actividad 1,
los alumnos enuncien estas caracteristicas.

Enlaactividad 2, directamente, se plantea al alumno
la cuestion de que no es suficiente la igualdad de an-
gulos, debido a que todos los rectangulos tienen sus
angulos iguales, pero no todos son semejantes entre
si. Y en la actividad 3 se trabaja el caso de que pue-
den tener los lados correspondientes proporcionales;
sin embargo, si los angulos correspondientes no son
iguales, entonces los poligonos no son semejantes.

Para terminar la secuencia, en la sesion 5 los alum-
nos retomaran sus conocimientos de congruencia
para considerarla un caso especial de semejanza,
donde la razén de semejanza es 1. Es muy probable
que los alumnos no registren que las figuras 3y 5 son
figuras semejantes a la figura A y solo las conside-
ren congruentes. Es importante que en la puesta en
comun se discuta si una figura congruente con otra
también es semejante a aquélla, y que se llegue a la
conclusion de que si lo es.
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Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se logra la
intencion didactica que aparece en la ficha descripti-
Va, es necesario hacer un registro para cerciorarse de
que los alumnos realizan lo siguiente:

Identifican dos figuras que estan construidas
a escala.

Trazan correctamente figuras a escala con ayuda
de una cuadricula.

Establecen correctamente la razon de semejanza
entre dos poligonos.

Determinan que en una reduccion la razon de se-
mejanza es menor que 1y que en una ampliacion
esmayoral.

Calculan correctamente la medida de los lados de
poligonos semejantes.

Construyen correctamente poligonos semejantes
a otros.

Identifican la congruencia como un caso parti-
cular de semejanza donde la razon de semejanza
esl.

¢Cémo apoyar?

Si observa que se les dificulta la construccion de figu-
ras, repase con ellos el uso de instrumentos geomeétri-
cos para trazar poligonos (triangulos, cuadrados, rec-
tangulos).

En caso de que tengan dificultades para calcular la
medida de los lados cuando la razon es una fraccion,
repase con ellos la multiplicacion de fracciones o la
manera de usar la fraccion como operador (por egjem-
plo, calcular =~ de 10).

¢Cémo extender?

Puede plantear preguntas de reflexion como las
siguientes, siempre pidiendo que argumenten su
respuesta:

¢;Todos los cuadrados son semejantes entre si?
;Jodos los rombos son semejantes entre si?

JJodos los pentagonos regulares son semejantes
entre si?

¢;Todos los pentagonos son semejantes entre si?
¢Todos los circulos son semejantes entre si?

El circulo A tiene un radio de 5 cm, el circulo B tiene
unradio de 2 cm, jcudl es la razon de semejanza del
circulo B respecto al circulo A?
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SllalSilw WAl Razones trigonométricas 1

(LT, Vol. I, pags. 66-75)
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Tiempo de realizacion 5 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema

Figuras y cuerpos geomeétricos

Aprendizaje esperado y tangente.

Resuelven problemas utilizando las razones trigonométricas: seno, coseno

Intencioén didactica

Que los alumnos resuelvan problemas que impliquen razones entre dos lados
de un triangulo rectangulo, usando procedimientos informales.

Audiovisuales

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno -
Informatico

e Construccion de rampas de acceso y carreteras
e Aplicaciones de la trigonometria

e ;Cual tiene mayor pendiente?

Materiales de apoyo Recurso audiovisual

para el maestro

e Aspectos didacticos de la ensefianza de la trigonometria

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Resuelvan problemas que impliquen
determinar la razon entre el cateto opuesto y el
cateto adyacente a un angulo de un triangulo rec-
tédngulo, mediante procedimientos informales.

e Sesion 2. Establezcan la razon entre el cateto
opuesto a un angulo y la hipotenusa de un trian-
gulo rectangulo, utilizando estrategias personales.

e Sesion 3. Calculen la razon entre el cateto
adyacente a un angulo y la hipotenusa de un
triangulo rectangulo para resolver problemas.

* Sesion 4. Resuelvan problemas que impliquen
determinar las razones entre los lados de
triangulos rectangulos.

e Sesion 5. Establezcan y comparen la razon,
expresada en decimales, entre dos lados de
un triangulo rectangulo.

Acerca de...

El estudio de la trigonometria involucra varios
conceptos matematicos: angulos, angulo rec-
to, tridngulos rectangulos, proporcionalidad,
entre otros.

Esta secuencia es la primera referida al estu-
dio de la trigonometria y representa el primer
acercamiento a la nocion de razéon trigonomeé-
trica como la comparacion entre la longitud
de dos lados del triangulo rectangulo. En esta
secuencia no se definen ni se nombran las ra-
zones, se trata de que los alumnos conciban la
idea de que en algunas situaciones interviene la
comparacion por cociente de dos cantidades,
idea que se retoma y profundiza mas adelante
en el bloque 2, donde los alumnos conoceran
tanto los nombres como la definicion de seno,
coseno y tangente.




Sobre las ideas de los alumnos

Algunos alumnos suelen pensar, erroneamente,
que si los lados que forman un angulo se pro-
longan, su medida aumenta. Por ejemplo, que
el angulo marcado en el triangulo de la izquier-
da es menor que el de la derecha.

o

Conelestudiodelasecuencia 6, "Poligonos seme-
jantes 1", los alumnos aprendieron que cuando los
poligonos son semejantes, se mantiene la propor-
cionalidad entre las medidas de los lados y la igual-
dadenlasmedidasdelosangulos, estolo reafirma-
ran con el estudio de las razones trigonométricas.

Alresolver esta secuencia, los alumnos tendran
gue hacer calculos continuamente. Es importante
mencionar que se debe poner énfasis en los con-
ceptos y procesos mas que en los calculos, inclu-
so, de ser posible, permita el uso de la calculadora.

¢Coémo guio el proceso?

Como se menciono anteriormente, al resolver los
problemas de esta secuencia, los alumnos trata-
ran con las razones seno, coseno y tangente de
un angulo; sin embargo, no es el proposito en
estos momentos que se les nombre ni que se de-
finan, esto se hara en la siguiente secuencia, lla-
mada "Razones trigonomeétricas 2". Permita que
los alumnos usen sus saberes previos y que utili-
cen procedimientos informales para resolver las
actividades sin necesidad de mencionarles que
las razones que estan considerando son trigo-
nométricas y que tienen nombres especiales. No
obstante, si algun alumno las nombra porque las
conoce, acepte el comentario y mencione que
estos nombres los retomaran en el bloque 2.

En las sesiones 1y 2, emplearan de manera
implicita la tangente de un angulo. Puede iniciar
la sesion 1 platicando con los alumnos acerca de
las rampas para que las personas que usan sillas
de ruedas puedan acceder a distintos lugares. Es
probable que algunos piensen que la pendiente
de la rampa solo esta determinada por su altura;
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no obstante, se espera que al analizar la rampa,
se percaten de que depende tanto de la altura
como de la distancia horizontal y que también
puedan determinar que el porcentaje de la pen-
diente de una rampa se calcula dividiendo la medi-
da de su altura entre la distancia horizontal y luego
se multiplica por 100. Si los dos ejemplos que vie-
nen en el libro son insuficientes, puede plantear
otros (como los que se presentan en la siguiente
tabla) para que los analicen y determinen cémo
se calculan estos porcentajes.

Altura de la rampa h%fit;grftlgl Pendiente
15cm 100 cm 15%
30cm 60 cm 50%
10 cm 40 cm 25%

12 cm 80 cm 15%
9cm 75 cm 12%

Entre las estrategias que surjan, posiblemente
esté la de sumar, restar, multiplicar o dividir las
medidas de los lados que forman la rampa. Si
esto sucede, recuérdeles que cuando se habla de
razon entre numeros, equivale a realizar una di-
vision entre ellos que se representa como % Para
obtener el porcentaje al que equivale esta razon,
el decimal obtenido se multiplica por 100, como
se estudid en grados anteriores. El uso de frac-
ciones y su expresion como decimal o porcenta-
je, asi como la equivalencia de estas expresiones,
estara presente en la secuencia. Si lo considera
necesario, haga un repaso de este contenido.

Es importante que en el cierre de la sesion se
enfatice que la pendiente de una rampa no solo
depende de su altura o de su distancia horizon-
tal, sino también de la razén entre ambas (tal
como se menciona en la actividad 5); ésta es la
idea principal que los alumnos deben construir.

En la sesion 2, los alumnos exploraran dos ideas
importantes. La primera es la igualdad de razones
para conservar la misma pendiente o inclinacion
(actividades 1y 2). Se espera que los alumnos de-
terminen que diferentes medidas pueden dar la
misma pendiente si la razon entre ellas se conser-
va. Para la actividad 1, calcularan diversas medidas
que den una pendiente de 10%. Verifique los argu-
mentos que los alumnos dan en la actividad 2. Po-
drian anotar: "Si asciende 90 metros en kilometro y




medio, es lo mismo que si asciende 60 metros en
un kildmetro®, aunque se esperan argumentos
gue den cuenta de que manejan las razones en-
tre las medidas. Por ejemplo: “en ambas carreteras
se asciende 30 metros por cada medio kilometro®, o
bien: "ambas tienen una pendiente de 6%, y también:
da el mismo resultado si se divide 90/1500 que si
se divide 60/1000". Si estos argumentos no surgen
en el grupo, puede mencionarlos después de es-
cuchar los que los alumnos propongan.

La otra idea importante de esta sesion es que
los alumnos estudiaran que la pendiente se rela-
ciona con el angulo de inclinacion (actividad 3).
Con apoyo de un diagrama, esta idea se profun-
dizara en el bloque 2, donde los alumnos calcu-
laran la pendiente (tangente) de angulos.

En la sesion 3 se trabaja de manera implicita con
la idea del seno de un angulo. Los alumnos explo-
raran la razon entre la altura a la que se coloca el
colector (cateto opuesto del angulo de inclinacion)
y el largo del colector (hipotenusa). Al resolver la
actividad 1, los alumnos exploraran que el angulo
de inclinacidon no varia si la razon entre la altura y
el largo del colector es la misma. Ponga especial
atencion en los argumentos que dan en las activi-
dades 1y 2. Las tablas de estas actividades son de
proporcionalidad; retome esta idea preguntando a
los alumnos: "Si dividen la altura entre el largo, ;da
siempre la misma cantidad?”. Y, al igual que en las
sesiones anteriores, una idea importante que los
alumnos deben construir en esta sesion es que el
angulo de inclinacion no depende solo de la altura
0 solo del largo del colector, sino que depende de la
razén entre ambas.

En la misma linea que las anteriores, en la se-
sion 4 se trabaja implicitamente con el coseno
de un angulo. El contexto son las escaleras de
mano, donde estd contenida la razon entre la
distancia de la escalera a la pared (cateto adya-
cente) y la longitud de la escalera (hipotenusa).

Para terminar, en la sesion 5 se retoman los con-
textos trabajados en las cuatro sesiones anteriores
para resolver problemas diversos que implican usar
las razones trigonométricas seno, cosenoy tangente.

Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se logra la
intencion didactica que aparece en la ficha descripti-
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Va, €s necesario hacer un registro para cerciorarse de

que los alumnos realizan lo siguiente:

» Consideran que el valor de las pendientes o de los
angulos de inclinacion no solo depende de la me-
dida de unlado, sino de larazon entre dos de ellos.

e Comparany ordenan correctamente las razones
implicadas en los problemas de la secuencia.

e Determinany calculan la razon entre dos can-
tidades, ya sea expresada como fraccion, de-
cimal o porcentaje.

¢Cémo apoyar?

Si nota que en las sesiones donde se manejan
porcentajes se les dificulta a los alumnos calcu-
larlos, se sugiere que haga un repaso breve del
tema. En particular, que recuerden coémo de-
terminar qué tanto por ciento es una cantidad
de otra:
e ;Qué tanto por ciento es 18 de 36?
e ;Queé tanto por ciento es 24 de 40?

Apodyese en el calculo de porcentajes mas ac-
cesibles, como 10%, 5%, 1%.

¢Coémo extender?
Plantee problemas geométricos como los siguientes:

Considera triangulos rectangulos ABC cuyos
lados se han nombrado como a, by c.

Considera el angulo A (marcado en la figura). Ano-
ta 1 al triangulo cuya pendiente es mayor, 2 al que
le sigue, y asi sucesivamente. Si dos triangulos tie-
nen la misma pendiente, anota el mismo numero.

Orden segun
la medida del
angulo A

Lado b
(cm)

Lado a
(cm)

4
10
10
18
8
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Teorema de Pitagoras 1

(LT, Vol. I, pags. 76-83)

Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema Medida

Aprendizaje esperado

Formula, justifica y usa el teorema de Pitagoras.

Intencion didactica "y
Pitagoras.

Que los alumnos formulen y justifiquen geométrica y algebraicamente el teorema de

Audiovisuales

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno "
Informatico

¢ Pruebas geométricas del teorema de Pitagoras
¢ Historia del teorema de Pitagoras

e Otras pruebas algebraicas del teorema de Pitagoras

. Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

* Aspectos didacticos del teorema de Pitdagoras
e Usos y aplicaciones del teorema de Pitagoras

¢Qué busco?

Que los alumnos:

o Sesion 1. Repasen la manera de trazar un trian-
gulo dadas las medidas de sus tres lados, y ex-
ploren otras medidas que generan triangulos
rectangulos.

¢ Sesion 2. Exploren el teorema de Pitagoras a par-
tir de casos particulares y del calculo de areas de
los cuadrados construidos sobre los lados de un
triangulo rectangulo.

¢ Sesion 3. Prueben geométricamente el teo-
rema de Pitagoras.

e Sesion 4. Prueben algebraicamente el teore-
ma de Pitagoras.

Acerca de...

El estudio del teorema de Pitagoras es de una
gran riqueza didactica porque permite conectar

con otros contenidos matematicos y desarrollar
el razonamiento deductivo de los alumnos. Al
estudiarlo, repasaran diversos trazos geometri-
cos, propiedades de los triangulos, perpendicu-
laridad y paralelismo, el area de los cuadrados,
el calculo de la raiz cuadrada y el uso y la equi-
valencia de expresiones algebraicas, entre otros.

Uno de los propositos generales de la ense-
fanza de las matematicas en la escuela es que
los alumnos las conciban como una construc-
cion social en la que se formulan y argumentan
hechos y procedimientos matematicos, y uno de
los propdsitos de la enseflanza de la geometria
es razonar deductivamente al identificar y usar las
propiedades de triangulos, cuadrilateros, poligo-
nos regulares y del circulo. Sin duda, el estudio del
teorema de Pitagoras contribuye a ambos propo-
sitos. El antecedente de este contenido es la se-
cuencia 3, "Figuras geométricas y equivalencia de
expresiones de segundo grado 1".
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Sobre las ideas de los alumnos

Algunos alumnos pueden no tener los sabe-
res previos de los contenidos mencionados. Por
ejemplo, pueden presentar dificultades para tra-
zar un triangulo, y aunque esta relacionado con
el teorema de Pitagoras, no hay que verlo como
un obstaculo para abordarlo. Por el contrario,
debe considerarse como una oportunidad para
repasar y reafirmar, y también para que se for-
men una idea mas integral de las matematicas.

Aunque en primer grado estudiaron la propie-
dad de desigualdad de los triangulos, es comun
que los alumnos sigan pensando que cualquier
terna de medidas de longitud de los segmentos
pueden ser los lados de un tridngulo; en la sesion
1 se explora esta idea.

Algo que ocuparan en la sesion 4 es el manejo
de expresiones algebraicas, en particular el cua-
drado de un binomio. Un error comun entre los
alumnos, al trabajar con expresiones algebraicas,
es que consideran que (@ + b)? = a*> + b?. Es impor-
tante que se trabaje al respecto, por lo que se reco-
mienda que cada vez que sea necesario se consulte
la secuencia 3 "Figuras geomeétricas y equivalencia
de expresiones de segundo grado 1', para revisar
como se multiplica un binomio al cuadrado. Aun-
gue aun no hayan estudiando el caso en que am-
bos términos son literales, pueden apoyarse en
los ejercicios que ahi se proponen.

¢ Qué material se necesita?

En esta secuencia, los alumnos ocuparan su juego
de geometria, tijeras, pegamento y los recortables 3
y 4 propuestos en la pagina 103 para realizar las ac-
tividades de la sesion 3 "Armemos rompecabezas”.

¢Cémo guio el proceso?

Lea y comente con los alumnos la seccion “Para
empezar’. Ahi se sugiere que consigan un cordel
y reproduzcan la cuerda de los 12 nudos y formen
con ella el triangulo rectangulo de lados 3, 4y 5.
Pregunte a los alumnos: “;Como podemos verifi-
car que el angulo formado por los lados de 3y 4
unidades es recto?”. Es probable que surjan prue-
bas empiricas. Por ejemplo, usar el angulo recto de

c@p“ @@%.@a.
SO SEOTED SLOED SO SO
ELB  BHB DLW DLW BB D

alguna de las escuadras o de una hoja rectangular,
0 bien medirlo directamente con un transporta-
dor. También puede pedir que, usando la cuer-
da de 12 nudos, verifiquen que las esquinas del
salon estén a escuadra. Permita que los alumnos
respondan a la pregunta sobre como marcan en
su comunidad los linderos. Probablemente no lo
sepan, asi que puede dejar de tarea que lo inves-
tiguen con las personas adultas de su comunidad.

Se espera que los alumnos respondan las dos
preguntas planteadas al inicio de "Manos a la
obra” de la sesion 1 a partir de sus conocimien-
tos previos. Es probable que para la primera
pregunta, “;Con tres medidas cualesquiera es
siempre posible construir un triangulo?”, algu-
nos alumnos recuerden lo estudiado en primer
grado y respondan inmediatamente, pero que
otros lo hayan olvidado. En la sequnda pregun-
ta: ";Qué caracteristicas deben cumplir las me-
didas de los lados de un triangulo para que sea
rectangulo?”’, aun cuando es el contenido esen-
cial de esta secuencia, lo mas probable es que
los alumnos no sepan con certeza la respues-
ta. No es necesario que usted explique o aclare
nada al respecto. Permita que ellos hagan sus
hipotesis y construyan sus respuestas. Durante
el trabajo con la secuencia pueden regresar a
estas preguntas para ratificarlas o rectificarlas.

Es importante que tracen en su cuaderno los
triangulos pedidos en la sesion 1; verifique que
lo hagan. Apoye a quienes tengan dificultad en
seguir las instrucciones o en el manejo de los
instrumentos geométricos. En la puesta en co-
mun, puede comentar el caso en que los arcos
no se cortany, por lo tanto, no se forma un trian-
gulo (por ejemplo, con la terna 1, 3, 10). Plantee
preguntas como: ";Cuales de los triangulos que
trazaron son rectangulos?; ";Como saben que lo
son?; ;Como verifican que un angulo del trian-
gulo es recto?”.

Si bien algunos alumnos propondran pruebas
empiricas para comprobar que un triangulo es
rectangulo, después de estudiar el teorema de Pi-
tagoras podran dar un argumento diferente; esto
ultimo lo estudiaran en el blogue 2, cuando estu-
dien el reciproco de dicho teorema. Al completar
la tabla de la actividad 3, los alumnos habran en
contrado tres ternas de valores para las medidas
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de los lados de triangulos rectangulos, las cuales
se retoman en la sesion 2 para trabajar con ellas.

En la sesion 2 se da un primer acercamien-
to al teorema de Pitdgoras, basado en casos
particulares y en el calculo de areas, dadas las
medidas de los lados. Aunque los cuadrados
construidos sobre los lados de los tridngulos
rectangulos estan cuadriculados, se espera que
los alumnos calculen el area usando la formula;
el cuadriculado esta como apoyo para aque-
llos que aun no tienen afianzado el concepto
de area. Una primera formulacion del teorema
la encontraran en la actividad 2. Si nota que al-
gunos subrayan una formulacion erronea, no
es necesario que los corrija directamente, en la
puesta en comun de la sesion podran corregir
si es necesario. También es importante enfati-
zar en la expresion Si fuera cierto... (actividad
3), pues los alumnos no deben formarse la idea
de que por cumplirse en tres casos se cumplira
en otros.

En la sesion 3 se da un paso mas hacia la ge-
neralizacion del teorema. En este caso, median-
te pruebas geométricas se espera que los alum-
nos observen que, en efecto, las piezas de los
cuadrados de los catetos cubren el cuadrado de
la hipotenusa.

No obstante, puede cuestionar a los alumnos
acerca de que, al menos para esos otros dos trian-
gulos (cuyas medidas de lados no se conocen),
también se cumple el teorema. Pregunte: “;Qué
pasara con otros triangulos rectangulos?, ;tam-
bién se cumplira?”. Se sugiere que en la actividad
2 enfatice que ellos van a construir un triangulo
rectangulo cualquiera, pida que sea diferente a to-
dos los que han trabajado en la secuencia. De ser
necesario, en esta actividad repase con ellos como
trazar los cuadrados, las paralelas y perpendicula-
res que se requieren. Se espera que al término de
esta actividad, los alumnos observen y compren-
dan que el teorema de Pitagoras se cumple para
todos los triangulos rectangulos. Pida que conti-
nuen con la sesion 4, donde todos trabajaran otras
comprobaciones, ahora usando el algebra.

Si es necesario, para la sesion 4 repase con los
alumnos como calcular el area de un triangulo,
un cuadrado y un trapecio con expresiones al-
gebraicas, asi como la manipulacion de las ex-
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presiones algebraicas que se requieren, en parti-
cular el cuadrado de un binomio.

Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se logra

la intencion didactica que aparece en la ficha des-

criptiva, es necesario hacer un registro para cer-

ciorarse de que los alumnos realizan lo siguiente:

e Saben usar los instrumentos de geometria y
seguir instrucciones al realizar una construc-
cion geométrica.

e Saben trazar triangulos, cuadrados, paralelas,
perpendiculares.

e Saben calcular el area de triangulos y cuadrados.

e Saben manipular expresiones algebraicas

e Aceptan que no se puede generalizar un he-

cho geométrico a partir de casos particulares.

Aceptan las pruebas algebraicas como gene-

ralizaciones del teorema.

¢Cémo apoyar?

Recuerde a los alumnos como se usan la regla,
las escuadras y el compas.

Repase las construcciones geomeétricas que
se requieren, indigue coOmo se trazan paralelas,
perpendiculares, triangulos y cuadrados.

Si tienen problemas con las manipulaciones
algebraicas, invitelos a que repasen la secuen-
cia 3 "Figuras geométricas y equivalencia de
expresiones de segundo grado 1" de su libro
de texto.

¢Coémo extender?

Puede proponer que:

e Analicen y reproduzcan con otros triangulos
diferentes las construcciones de los dos rom-
pecabezas de la sesion 3.

e Analicen, reproduzcan y etiqueten con otras
literales las figuras de la sesion 4y, a partir de
ellas, comprueben el teorema de Pitagoras.

» Pida que tracen un triangulo obtusangulo (son
los que tienen un angulo mayor a 90°), que
construyan los cuadrados construidos sobre
los lados y exploren: ¢se cumple el teorema
de Pitagoras?, ;qué observan?
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Eventos mutuamente excluyentes 1

(LT, Vol. I, pags. 84-91)

Tiempo de realizacion

3 sesiones

Eje tematico

Analisis de datos

Tema

Probabilidad

Aprendizaje esperado

Calcula la probabilidad de ocurrencia de dos eventos mutuamente excluyentes.

Intencion didactica

Distinguir cuando un evento es sencillo, compuesto, o dos eventos son mutuamente
excluyentes.

Recursos audiovisuales
e informaticos para el
alumno

Audiovisual
» Eventos simples, compuestos y mutuamente excluyentes

Informatico
o Fventos simples, compuestos y mutuamente excluyentes

Materiales de apoyo
para el maestro

Recurso audiovisual
* Aspectos didacticos de la ensefianza de la probabilidad

¢Qué busco?

Que los alumnos:

manera que comprendan que en las situaciones de
azar no hay resultados milagrosos ni caprichosos.
Esta secuencia didactica es la primera de tres

¢ Sesion 1. Distingan los eventos simples de los que se proponen en este grado, relacionadas
compuestos al realizar un experimento aleatorio. con la probabilidad. Con su estudio se pretende
» Sesion 2. Reflexionen sobre las caracteristicas que los alumnos distingan cuales son los even-
que hacen que dos eventos sean mutuamen- tos simples, compuestos y mutuamente exclu-

te excluyentes al realizar un
experimento aleatorio.

« Sesion 3. Determinen con el Y ‘

calculo de la probabilidad cla- { ('
sica si los eventos son simples, Q‘\ A\
compuestos 0 mutuamente { {

excluyentes.

Acerca de...

I
La ensefianza de la probabilidad ) P »}

en la educacion secundaria con-
siste en propiciar la intuicion de
los alumnos respecto a los con-
ceptos de probabilidad a partir
de experiencias variadas, de tal
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yentes, mediante la realizacion de un juego de
azar y el analisis de la frecuencia con que ocu-
rren, asi como a partir de su espacio muestral.
La secuencia se basa en el juego de azar que
corresponde al lanzamiento de dos dados no
trucados y observar los numeros de las caras
superiores para sumarlos en un contexto de ca-
rrera de caballos. Algunas de las razones por las
cuales se propone iniciar con esta situacion son:
¢ Historicamente, los juegos de azar represen-
tan uno de los aspectos basicos que contri-
buyen al surgimiento y desarrollo de la teo-
ria de la probabilidad. Al realizar este tipo de
juegos surgen ideas fundamentales, como
variabilidad (por ejemplo, la variacion de los
resultados en un experimento), aleatoriedad
(asociado con impredictibilidad de los resulta-
dosy con la reqularidad estadistica que presen-
tan) e independencia (el resultado de un evento
no altera las probabilidades de otros eventos
que pueden ser previos, simultaneos o futuros).
¢ En general, los juegos de estrategia detonan
la curiosidad de los alumnos hacia los pro-
cedimientos y la busqueda de estrategias ga-
nadoras, que deben ser aprovechadas para
propiciar que lleven a cabo procesos ma-
tematicos y los utilicen casi sin darse cuenta
para que los disponga a continuar su trabajo
matematico.
¢ Es posible que la mayoria de los alumnos ya
haya realizado juegos que se generan a partir
del lanzamiento de dos dados; sin embargo,
se ha considerado su versatilidad, pues al usar
los mismos dados y el mismo tablero, pero
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cambiando las reglas o los eventos a observar,
se puede generar una gama amplia de juegos.

e Laimportancia social que tienen los juegos, en
particular los de azar.

Sobre las ideas de los alumnos

En el caso del juego de "Carrera de caballos’, algu-
Nnos alumnos podrian pensar, erroneamente, que en
10 ensayos se termina el juego. Es importante que
registren el numero de veces que tiraron los dados
Ccomo un aspecto mas que permite apreciar la varia-
bilidad que se tiene cada vez que se realiza el juego.

Como se sefialo, en la educacion secundaria se
pretende que la enseflanza de la probabilidad per-
mita el desarrollo de la intuicion de las ideas funda-
mentales para comprender sus conceptos.

Asi, por ejemplo, para hacer evolucionar la
idea de variabilidad construida hasta este mo-
mento por los alumnos, seria conveniente que,
de ser posible, realicen varias veces el juego (ha-
gan varios ensayos) y analicen los registros que
hacen, de manera semejante a las actividades 2
y 3 propuestas en la sesion 1, y el inciso a), de la
actividad 4. El analisis de esos resultados abona
a la comprension de la variabilidad de los resul-
tados cada vez que se juega, preparando a los
alumnos para entender que una muestra peque-
Aa de 10 resultados tendra mayor variabilidad de
ocurrencia que una muestra con muchos mas
resultados. Esto es, que entre mas resultados
se puedan analizar, se comprende mejor la ten-
dencia de la probabilidad frecuencial a la teodrica.
Cabe sefialar que, por cuestiones didacticas, se

k frecuendal del evento 8 | 51

Ensayo
Resultado
(5, 2) (3.4)
5 No No
A: Avanza el caballo 2 ocurrid A e
B: Avanza el caballo 7 Ocurmrid Ocumia
|
P (A): Probabilidad B 0
frecuencial del evento A 1 2
P (6): Probabilidad | 1 3
2

(4, 6) (2,5)

No No : ;
ocurnd ocurno Oaimo Octirio
No No No
ocurmno DImG ocumo ‘ ocumio
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trabaja con una cantidad pequefia de resulta-
dos (muestra) que permite distinguir las carac-
teristicas de los eventos simples, compuestos y
mutuamente excluyentes, pero no es razon para
limitar a los alumnos. Pueden seguir experimen-
tando para desarrollar estas ideas; por esto, se
recomienda que realicen varias veces el juego.
Un evento sencillo (o simple o singular) solo tie-
ne un resultado favorable posible, mientras que
un evento compuesto implica mas de un resulta-
do favorable. Para determinar cuando se tienen
eventos mutuamente excluyentes, es necesario
comparar los resultados favorables de cada uno
de ellos. Si no hay ningun resultado favorable en
comun, entonces son ajenos o mutuamente ex-

cluyentes o incompatibles.

ado 2
B W e jw o

1 2 3 4 5 (
Dado 1

¢ Qué material se necesita?

Dos dados por equipo.
¢Coémo guio el proceso?

Inicie con la reflexion de las respuestas a las
preguntas de la seccion “Para empezar”. Es im-
portante conocer cuales son las experiencias de
los alumnos al respecto y, especificamente, los
juegos de azar que les son familiares. Esto per-
mite, por una parte, introducir a los alumnos en
el contenido de la secuenciay, por otra, obtener
informacion acerca de las ideas y los conoci-
mientos que tienen sobre azar y probabilidad. Si
alguno de los alumnos dice que ha jugado con
dados, pida que explique de qué manera y plan-
tee una pregunta equivalente a la del inciso a)
de la actividad 1, en el sentido de saber si cuan-
do inicia el juego pueden anticipar un ganadory
si, al finalizar el juego, su prediccion es correcta.
También puede plantear la pregunta del inciso b)

de la actividad 4, una vez que expliquen cual ha

sido su experiencia de juego.

En las dos primeras sesiones, los alumnos tra-
bajaran con la frecuencia de ocurrencia de los
eventos, lo cual corresponde a la probabilidad
frecuencial que vienen estudiando desde primer
grado. Si algunos no lo recuerdan, sefiale que la
frecuencia de ocurrencia es la frecuencia relati-
va, que también es la probabilidad frecuencial, y
que la han aprendido a expresar como P (E).

En la actividad 4 inciso b), pidales que utilicen
una tabla semejante a las presentadas en las ac-
tividades 2 y 3 para analizar en detalle los resul-
tados obtenidos por equipo y los del grupo.

En la sesion 2, los alumnos deben darse cuen-
ta de que, al comparar los resultados favorables
de dos eventos, puede suceder que:

e Todos los resultados sean comunes, con lo
cual los eventos son equivalentes. Por ejem-
plo, el evento D: la suma de los numeros en
los dos dados es menor que 6, podria ser
equivalente a un nuevo evento H: la suma de
los numeros en los dos dados es igual o me-
nor que 5.

e Algunos de los resultados que obtendran se-
ran comunes. Por ejemplo, de acuerdo con los
resultados registrados en la tabla 1, el evento
D: la suma de los numeros en los dos dados
es menor que 6, y G: la suma de los numeros
en los dos dados es un numero par, tienen en
comun el resultado (1, 1), que genera la suma:
1+ 1 = 2. También este par de eventos tiene
en comun el resultado (2, 2), aunque en los 10
ensayos no se presento. Asi, los dos eventos
anteriores son equivalentes al evento (G y D)
en el cual las condiciones de aquellos eventos
deben ocurrir al mismo tiempo (o simultanea-
mente) en éste.

e No hay resultados en comun que sean mu-
tuamente excluyentes. Una de sus principales
caracteristicas es que, al definir el evento en
el cual ambos eventos deben ocurrir simul-
taneamente, éste es imposible debido a que
su frecuencia de ocurrencia es 0 y se expresa,
por ejemplo, en el caso del evento (D y F) de
la tabla 4, como P (Dy F) = 0.

En la sesion 3 se emplea la probabilidad clasica

o tedrica que se expresa como P(E) para distin-
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guirla de la frecuencial, como ya lo estudiaron
en segundo grado. Si los alumnos no lo re-
cuerdan o le preguntan por qué se expresa sin
apostrofo, puede solicitar que revisen el libro de
segundo grado.

Es importante que los alumnos comprendan
que el espacio muestral para el experimento de
lanzar dos dados y observar los numeros de las
caras superiores es de 36 resultados posibles, y
cuando el experimento implica lanzar dos da-
dos y observar la suma de los numeros de la
caras superiores, es de 11: {2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9,
10, 11, 12}.

En el primero, todos los resultados son equi-
probables; en el sequndo, son no equiprobables;
en el juego de las carreras de caballo se utiliza el
segundo. Asi, los eventos: “La suma de los dos
numeros es 12" y “La suma de los dos numeros es
2", son eventos simples.

Finalice revisando cuales son los juegos de
azar que se juegan mas o son mas conocidos en
la comunidad.

Pautas para la evaluacién formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se logra

la intencion didactica que aparece en la ficha des-

criptiva, es necesario hacer un registro para cer-
ciorarse de que los alumnos realizan lo siguiente:

« Completan las tablas de las actividades de las
sesiones, no tienen problema en determinar si
ocurre 0 No un evento dado.

o Completan las tablas de las actividades, no
tienen problema en sefialar la frecuencia de
ocurrencia que equivale a la probabilidad fre-
cuencial del evento indicado.

e Reconocen cuales son los valores minimos y
maximos de la frecuencia de ocurrencia de un
evento.

¢Coémo apoyar?

Siobserva que los alumnos aun tienen dificultades
para comprender cuales son los eventos simples,
puede proponer observar los siguientes eventos:

Evento T: La suma de los dos numeros es me-
nor que 3;

Evento R: El producto de los dos numeros es 1;

Evento V: La suma de los dos humeros es ma-
yor que 11;

Evento U: El producto de los dos numeros es
mayor que 30;

Evento L: La suma de los dos numeros es mul-
tiplode 2, 3y 4.

También puede incluir algunos de los eventos
anteriores y compararlos con los que se propo-
nen en la sesion 2 para determinar si son mutua-
mente excluyentes.

Otra opcion que tiene para trabajar con los
eventos anteriores es utlizarlos en la sesion 3 e
identificar los resultados favorables que les co-
rresponden en el espacio muestral de resultados.
De este modo, los alumnos pueden determinar
que hay eventos equivalentes, como el Ty el R.

¢Coémo extender?

Use la misma mecanica del juego “Carrera de ca-
ballos”, pero en lugar de sumar los numeros de las
caras superiores que caen al lanzar ambos dados,
ahora se restan y los numeros del tablero cam-

siguientes:

b)
c)

Al realizar un experimento aleatorio y observar dos eventos si-
multaneos elegidos puede suceder cualquiera de las situaciones

a) Todos los resultados favorables de uno de los dos eventos son los
mismos que todos los resultados favorables del otro evento.
Algunos resultados favorables de uno de los dos eventos son los
mismos que algunos resultados favorables del otro evento,

No existen resultados favorables en comiin para los dos eventos.
Esto significa que ambos eventos no pueden ocurrir al mismo tiempo, es
decir, la frecuencia relativa de ambos es cero. A estos eventos se les llama
mutuamente excluyentes o ajenos. Cuando se dan los casos senalados en a)
y b) el valor de la probabilidad frecuencial es mayor que 0 y menor que 1.

biande 0 a 5.
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Evaluacion. Bloque 1

Reactivos 1y 2. Multiplos, divisores y numeros
primos. El numero 48 tiene 10 divisores: 1, 2, 3,
4,6,8,12,16,24 y 48. Los numeros 41y 61 son
primos, ya que solo son divisibles entre ellos
mismos y 1.

Reactivo 3. Criterios de divisibilidad. 213, pues
al dividirlo entre 5, el residuo es 3.

Reactivos 4 y 5. Figuras geométricas y equi-
valencia de expresiones de segundo grado. La
expresion algebraica ”(3’;*1) es equivalente a
las expresiones:

2_
3n’-n :énz—ln

2 2 2

El numero de jugadores del torneo de ajedrez se
obtiene mediante la expresion:

nn-1)

5 =45

Reactivo 6. Ecuaciones cuadraticas. Los valores
de la solucion de la ecuacion 2x2 — 72 = 0 son

X, =6;x,= -6, porque 2(-6)° - 72 = (2 x 36) -
72=72-72=0y2(6)-72=(2x36)-72=
72 -72 = 0.

Reactivo 7. Funciones. El maximo nivel de glu-
cosa en la sangre de Ramon lo obtiene 105 mi-
nutos después de ingerir alimentos.

Entre 90 y 125 minutos es el intervalo de
tiempo en que Ramon se encuentra fuera del
rango optimo de insulina. La siguiente tabla
muestra la relacion entre los niveles de azucar
de acuerdo con el tiempo.

Tiempo (min) 120 300

Nivel de azucar (mg/dL) 80 145 80

Reactivos 8 y 9. Poligonos semejantes. En el
reactivo 8, el alumno debe identificar el co-
ciente que corresponde a la razon de seme-
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janza del segundo cuadrado con respecto al pri-

mero, que es: —. Lo cual no es facil para muchos
alumnos, deb|do a que algunos de ellos invierten
el orden en que deben realizar el cociente que
determma la razon, poniendo que es § en lu-
gar de . Para comprenderlo, puede pedir que
dlbUJen el primer cuadrado que mide 10 cm
de lado vy, luego, se transforma en el segundo

que mide 7 cm por lado.

Primer cuadrado Segundo cuadrado

\J

10 cm 7 cm

La razon de semejanza se plantea como:

Segundo cuadrado (transformacion)
Primer cuadrado (original)

En el reactivo 9, con respecto a la semejanza
de figuras geométricas, los alumnos deben re-
conocer que todos los triangulos equilateros
son semejantes entre si porque la medida de
sus tres angulos es igual, 60° cada uno, eso no
cambia entre un triangulo equilatero y otro, sin
importar la medida de sus tres lados. En este
caso, puede utilizar el juego de geometria para
trazar triangulos equilateros de diferente ta-
mafio y observar que la medida de los angulos
es la misma por construccion. También pueden
proponer utilizar software como GeoGebra o
Cabri para construir una familia de triangulos
equilateros y determinar la razon de semejanza
entre ellos.

Reactivos 10 y 11. Razones trigonomeétricas. En
el reactivo 10, el alumno debe identificar la pa-
reja de valores que, dada la longitud de la escalera
y de la distancia de la pared a la que se coloca,
forme el angulo con mayor medida entre las
parejas de valores propuestas en las cuatro op-
ciones de respuesta.
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La pareja de valores correctaes 2 my 0.5 m, lo
que significa que la escalera tiene 2 m de lon-
gitud a una distancia de 0.5 m de la pared, for-
mando un angulo de 75.5°.

En el reactivo 11 se pregunta por la distancia
horizontal y la altura de una rampa que debe
tener la misma pendiente que la presentada en
la imagen, los alumnos deben identificar cua-
les son los valores y, para ello, deben recordar
que una caracteristica de esos valores es que
deben ser proporcionales a los que se indican
implicitamente en la imagen. La razdn entre la
altura y la distancia horizontal es L y la res-
puesta correcta es B. 8

Rampa A

Altura I\'\F

Distancia horizontal

Rampa B

H

T’

B Distancia
horizontal 2m

Altura
0.25m

y el area del cuadrado del otro cateto que for-
man el tridngulo rectangulo. Solamente se re-
quiere calcular la diferencia de areas conocidas,
10 cm? — 3 cm?.

Reactivo 14. Eventos mutuamente excluyen-
tes. Se pide al alumno distinguir cuales son
los eventos mutuamente excluyentes o aje-
nos. Una manera de identificar de entre los
tres eventos definidos para la situacion alea-
toria de lanzar un dado y observar el numero de
puntos de la cara superior al caer, es represen-
tarlos en diagramas de Venn, de esa forma
se observa con claridad que los eventos Ay
C son ajenos, es decir, no tienen resultados
en comun.

C A

1 2

B 3 6
5 4

La segunda parte de la evaluacion contiene
cinco actividades. La primera actividad esta
vinculada con criterios de divisibilidad y para
cada condicion que indica se tiene mas de
una respuesta correcta. Una estrategia para
determinar las respuestas correctas es ha-
cer una lista de numeros del 4380 al 4389
y seflalar con cuales criterios de divisibilidad
cumple cada uno de éstos.

Ocs@a[.}c:@aa( }sa:
%%% %@% %%% %% %%% %%% &Y @% %‘% %% %% %% S
C . o
® Reactivos 12 y 13. Teorema de Pitagoras. En
el caso del reactivo 12, los alumnos deben
reconocer que es en los triangulos rectangu-
AC=2m los donde se cumple el teorema de Pitagoras.
75 5o En el reactivo 13 se cuestiona sobre la manera
N/ G900 en que se determina el area del cuadrado cons-
On® truido en el cateto desconocido, una vez que se
AG=05m conoce el area del cuadrado de la hipotenusa
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D;‘Qf;g'e 4380 | 4381 | 4382 | 4383 | 4384 | 4385 | 4386 | 4387 | 4388 | 4389
2 v v v v v
3 v v v v
5 v v
6 v v

Entonces, un alumno podria anotar las cifras 2,
3, 5y 6 para formar 4382, 4383, 4385 y 4386,
respectivamente. Un alumno que anota cero en
los cuatro numeros demuestra que reconoce
que 4380 cumple con los cuatro criterios de di-
visibilidad.

En la segunda actividad, el alumno debe escribir
expresiones algebraicas equivalentes que re-
presenten el area del rectangulo dibujado con
lineas negras.

Expresion algebraica 1

(@)@ +a+5)

Expresion algebraica 2

(@)(2a + 5)

Expresion algebraica 3

2a’ + 5a

Un error que puede cometer un alumno es
sumar las dos dimensiones del rectangulo,
(@) + (@ + a + 5) o sumar todos los valores
que aparecen en el rectangulo, a + (@ + a +
5)+a+2a+5.

En la actividad 3, el alumno debe construir
un rectangulo que mida 3 cm de lado con-
siderando que el lado correspondiente en el
primer rectangulo es 2 cm, por lo tanto, im-
plica aplicar larazon de % para determinar la
medida del otro lado del rectdangulo. En este
caso, la actividad se refiere al contenido de
poligonos semejantes. La actividad 4 se rela-
ciona con razones trigonométricas 1. Se solicita
determinar la altura en que se debe colocar un
calentador de 2 m de longitud considerando
la razén de % se determina la altura: h = 2 x
(%) = % = 0.8 m.

La quinta y ultima actividad de evaluacion
corresponde al tema probabilidad. El alum-
no debe determinar la probabilidad clasi-
ca del evento “ganar la rifa”, dado que se

c205mplraron 25 boletos. La probabilidad es

40016
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Bloque 2

S SeE W] Minimo comun multiplo y maximo comuin
divisor 1 (LT, Vol. II, pags. 12-21)

Tiempo de realizacion 5 sesiones

Eje tematico Numero, algebra y variacion

Tema Numero

Aprendizaje esperado Usa técnicas para determinar el mcmy el MCD.

Que los alumnos usen el mcm o el MCD de dos 0 mas numeros al resolver

Intencion didactica
problemas.

Audiovisuales
e Descomposicion en factores primos

Recursos audiovisuales e Problemas que se resuelven con el mcm o con el MCD
e informaticos para el
alumno o

Informatico

e Factorizacion en numeros primos

Materiales de apoyo Recurso audiovisual
para el maestro e Descomposicion en factores primos, MCD y mcm
éQUé busco? e Sesion 5. Usen elmecm o el MCD de dos o mas

numeros al resolver problemas.
Que los alumnos:
e Sesion 1. Expresen un ndmero compuesto como Acerca de...
producto de factores primos. Distingan entre con-
junto de divisores de un numero, factores primos La secuencia se inicia con el planteamiento de
de un numero y expresion como potencias de los un problema en el que se trata de identificar,

factores primos de un numero. entre cuatro autos que corren alrededor de una
o Sesion 2. Identifiquen la relacion entre los fac- pista, cuales son los dos primeros que pasan jun-
tores primos de un numero y el valor de dicho tos por la linea de salida. En ese momento no se
numero. Por ejemplo, que un factor 2 dupli- espera que los alumnos resuelvan el problema,

ca el numero y un factor 3 lo triplica. Usen la aunque si pueden hacer algunas conjeturas. Por
técnica de sacar mitad, tercera, etcétera, para ejemplo, pueden pensar que son los automovi-
encontrar los factores primos de un numero. les Ay B, porque van mas rapido. En la sesion 4
e Sesion 3. Obtengan el maximo comun divisor de se retoma este problema, cuando los alumnos
dos 0 mas numeros, y lo usen al resolver problemas. tienen elementos suficientes para encontrar y

¢ Sesion 4. Obtengan el minimo comun multi- justificar la solucion.
plo de dos 0 mas numeros y lo usen al resol- De manera general, las dos primeras sesiones
ver problemas. se enfocan en que los alumnos se familiaricen y

S
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logren distinguir con claridad cual es el conjunto
de divisores y de factores primos de un nume-
ro. Que vean que el conjunto de divisores puede
obtenerse al multiplicar dos o mas factores pri-
mos. Que sepan usar la técnica para descom-
poner cualquier numero en el producto de sus
factores primos y que lo puedan expresar usan-
do potencias.

Posteriormente, hay una sesion dedicada al
maximo comun divisor (MCD) y otra al minimo
comun multiplo (mcm), para culminar con el
estudio simultaneo de ambos conceptos con la
finalidad de analizar algunas diferencias y simili-
tudes entre ellos.

Sobre las ideas de los alumnos

Algunos alumnos no logran identificar con sufi-
ciente claridad que las técnicas de factorizacion
implican las mismas operaciones y, por lo tanto,
conducen al mismo resultado, es decir, son ex-
presiones equivalentes de un numero. Por ejem-
plo, al factorizar el numero 420, cualquiera de
los procedimientos que se muestran a continua-
cion es valido.

420 - 2 = 210 420 2\
210 -+ 2 =105 210 2
105 ~ 3 = 35
35:5=7 105 | 3
7+-7=1 35 5
7 7
;20\
42 10
/\
42 2x5
/\
6x7 2 X5

En los dos primeros procedimientos se hacen
divisiones sucesivas hasta que el cociente es
uno. La diferencia es que en el primero se dice:
“420 entre 2", mientras que en el segundo, que
es el usual, suele decirse: “Mitad de 420". No
sobra recordar a los alumnos que dividir entre
dos y obtener la mitad son operaciones equi-
valentes, pues en ambos procedimientos se van
obteniendo directamente los factores primos.

En el tercer procedimiento se van haciendo
descomposiciones “a modo” hasta que solo hay
factores primos. En los tres casos, los criterios
de divisibilidad permiten agilizar la descompo-
sicion.

Muchos alumnos suelen confundir el mcm
y MCD de dos o mas numeros, probablemente
porque solo centran la atencion en la prime-
ra palabra de cada expresion: minimo, que los
lleva a pensar en un nUMero menor, y maximo,
que los conduce a pensar en un numero mayor.
Es importante insistir en que consideren el sen-
tido de los tres términos que forman cada ex-
presion. Minimo, el menor; comun, que corres-
ponde a varios numeros; multiplo, que contiene
a dichos numeros, por lo que debe ser igual o
mayor que ellos. Un analisis similar y persistente
es necesario para distinguir el MCD. Es impor-
tante que de esas reflexiones concluyan que en
relacion con el mcm siempre hay un multiplo
que es mayor que el mcm, mientras que res-
pecto al MCD, no existe un divisor que sea ma-
yor que el MCD.

Cuando se usan potencias para expresar el
producto de factores primos de un numero, por
ejemplo, 300 = 22 x 3 X 52, es importante acla-
rar a los alumnos que los factores primos son 2,
3y 5, sibienel2yel5serepiten dos veces cada
uno. El niumero 22 = 4 no es numero primo, por
lo tanto no puede ser factor primo. Cuando se
trata de dos o mas numeros, por ejemplo,

300 =22 x3x5
504 =23 x32x7,

los factores primos comunes son 2 y 3, mientras
que los no comunes son 5y 7. En el caso del fac-
tor comun 2, el de menor exponente es 22y el de
mayor exponente es 2%, una comparacion similar
puede hacerse con el factor comun 3.
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¢Cémo guio el proceso?

Lea con los alumnos la seccion “Para empezar”y,
si es necesario, ayudelos a entender el problema
que se plantea. Pregunteles, por ejemplo, “;Cual
es el auto mas rapido?”; “;Cual es el menos rapi-
do?”; "En 54 segundos, ;cuantas vueltas da a la
pista el auto mas rapido?”; “;Cual de los cuatro
autos da tres vueltas a la pista en un minuto?”.

Pidales que hagan predicciones: “;Cuales son los

primeros autos que pasaran juntos por la linea de

salida después de que salen?’. Comeénteles que
en la sesion 4 se vera quiénes acertaron.

Antes de resolver la tabla de la actividad 1 de
la sesion 1, se sugiere hacer un ejercicio de ma-
nera grupal, para que los alumnos vean como se
puede resolver la actividad. Uno de los alumnos
dice un numero cualquiera; otro dice el mismo
numero, pero como producto de dos factores;
otro alumno menciona el mismo numero, pero
como producto de tres factores; y asi continuan
hasta que solo quedan factores primos. Después
de esta actividad, se espera que los alumnos no
tengan problemas para completar la tabla.

La actividad 5 apunta a que los alumnos vean
que el conjunto de divisores de un numero y la
factorizacion en primos de éstos, no son lo mismo.
Por ejemplo:

e El conjunto de divisores de 300 es {1, 2, 3, 4,
5, 6, 10, 12, 15, 20, 25, 30, 50, 60, 75, 100, 150,
3003}.

e El conjunto de factores primos de 300 es {2 x
2 X 3%x5x5}.

Comente que los factores primos de un nu-
mero pertenecen al conjunto de divisores de ese
numero y que todos los demas divisores son el
producto de dos o mas factores primos. Es im-
portante que, a partir de la factorizacion en pri-
mos de un numero, los alumnos sean capaces
de encontrar el conjunto de divisores. Por ejem-
plo,30=2x3X5;75=3x5x5.

En la actividad 1 de la sesion 2, observe si los
alumnos se dan cuenta de que los factores pri-
mos de un numero tienen relacion con el valor
del numero. Por ejemplo, si se agrega un factor
2, el numero se duplica; si se quita un factor 2,
el numero disminuye a la mitad. Si se agrega un
factor 3, el numero se triplica; si se quita un fac-
tor 3, el numero se reduce a la tercera parte. Con
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estos ejercicios puede hacerles saber a los alum-
nos que existen otras formas de referirse a los
multiplos de los numeros de manera diferente:
el cuadruple, el quintuple... el ndnuplo, el undé-
cuplo... el céntuplo, etcétera.

Ademas de realizar las actividades 3 y 4 de esta
misma sesion, procure que los alumnos practiquen
las técnicas de factorizacion hasta familiarzarse con
ellas. Es importante enfatizar la idea de que, por
ejemplo, 24 =2X2X2x3,24=25x3,24=4X%X6
son algunas de las diferentes maneras de expre-
sar el mismo numero. Hay que centrar la aten-
cion en que tanto el 24 como las expresiones
de productos de primos son diferentes formas de
escribir los numeros, y que hacerlo de un modo
o de otro depende de las estrategias necesarias
para hacer un calculo o resolver un problema.

En la sesion 3, lea con los alumnos el proble-
ma de la actividad 1y ayudelos a entenderlo. No
se pretende que en este momento encuentren
la solucion, pero pueden sugerir alguna y ver si
funciona. Por ejemplo, pueden ver que a lo lar-
go de la tira de madera caben 18 cuadrados de
10 cm por lado, pero ;caben también a lo ancho
sin que sobre ni falte? Esta forma de acercarse a
la solucion les ayuda a entender el problema y
les hace ver que es necesario hacer ajustes.

Después de algunas reflexiones en la actividad
1, sugiérales que pasen a la actividad 2. Observe
si empiezan a darse cuenta de que la factoriza-
cion en primos de 180 y 108 y el uso de los fac-
tores comunes es el camino indicado para llegar
a la solucion del problema. La tabla de factoriza-
cion en numeros primos queda asi:

Medidas del = o . .
) actorizacion en numeros primos
rectangulo
Ancho = 108 2X2X3X3IX3
Largo =180 2X2X3X3x%x5
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La intencién de la actividad 2, inciso a), es que
puedan ver lo siguiente:

2ZX2X3X3EX3
2ZX2X3X3X5

Solo se marcan los factores que se repiten en el
otro numero, y queda sin tachar un 3 porque,
aunque es factor comun, no se repite en el otro
numero. El producto de los factores tachados es
36, que eselMCD de 108 y 180y corresponde a la
mayor medida que pueden tener los cuadrados.
Caben5alolargoy 3aloancho, 15 cuadrados en
total de 36 cm de lado.

En la tercera columna de la tabla de la acti-
vidad 4 puede haber confusion. El encabezado
dice: "Factores primos comunes de a, b y ¢,
considerando que:

a=588=2x2%x3x7x%x7
b=180=2%Xx2%X3%Xx3x%x5
c=700=2x2x5x5x%x7

Con base en lo anterior, los alumnos pueden pen-
sar que el unico factor primo comun es 2, y tienen
razon, pero dicho factor aparece dos veces en los
tres numeros, de manera que los factores primos
comunes son 2y 2.

En la tabla de la actividad 5 se les piden los
“Factores que producen el MCD”; aqui los alum-
nos se daran cuenta de que el resultado obte-
nido es el mismo que el de la columna 3 de la
actividad 4. Es necesario que los alumnos hagan
la relacion entre los factores primosdea, by cy
los factores que producen el MCD, y que se den
cuenta de que son los mismos valores.

En la actividad 6 es importante no decir a
los alumnos que la solucion del problema es el
MCD de la longitud de los muros. Solo hay que
observar lo que hacen y orientarlos durante el
ejercicio. En la actividad 7, es sustancial que haga
preguntas que ayuden a los alumnos a reflexio-
nar sobre los procedimientos que siguieron para
encontrar los resultados.

En la sesion 4 se retoman las preguntas con
las que se inicio la secuencia, por lo que en la
puesta en comun debera preguntar cuales fue-
ron las respuestas, para después contrastarlas
con los resultados que obtengan.
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En la actividad 1, inciso a), deben realizar el
llenado de la tabla; si lo desean, pueden agili-
zar la tarea usando la calculadora. Al contestar
la pregunta 1, inciso b), veran en la tabla que el
menor tiempo en que dos autos coinciden es 72
segundos y corresponde a los autos Ay C.

Este problema tiene una relacion directa con
el mcm de dos numeros, y es hasta la actividad
4 cuando se hace evidente. Mientras tanto, en
las actividades 2 y 3 los alumnos podran analizar
con detalle el significado de este concepto.

Es muy probable que en la actividad 2, inciso
a), haya respuestas diferentes. Se sugiere apro-
vechar esta cualidad de la pregunta para que los
alumnos busquen criterios generales para res-
ponder. Pregunte: “;Cuantos multiplos comu-
nes hay de 3 y 8?". Las respuestas pueden ser:
“Muchos”, “No se puede saber”, “Infinidad”, entre
otras. Las preguntas: “;Es 486 multiplo comun
de 3y 87", “ipodrian encontrar un numero de
cuatro cifras que sea multiplo comun de 3y 87,
pueden llevar a los alumnos a pensar que cual-
quier numero que sea multiplo de 24, que es el
mcm de 3y 8, es multiplo comun de 3y 8.

Lo anterior se vincula con las preguntas 2, in-
cisos e) y f), en las que se espera que los alumnos
concluyan que expresiones como 2n, 3n, 4n son
multiplos de 2, 3y 4, respectivamente, para cual-
quier valor entero de n.

Como se sefald anteriormente, en la activi-
dad 4 de esta sesion se hace evidente que la
solucion del problema de los autos puede en-
contrarse al comparar el mcm de todas las pa-
rejas de numeros que se pueden formar con los
que representan los tiempos: 18 y 20; 18 y 24;
18 y 28; 20y 24; 20y 28; 24 y 28. Al comparar
el mcm de cada pareja de numeros, se ve que el
menor es el que corresponde a 18 y 24, que es 72,
mientras que el mayor corresponde a 18 y 28, que
es 252.

En la actividad 1 de la sesion 5, si observa que
los alumnos ya no tienen dificultad para calcular
elmcmy el MCD de dos 0 mas nimeros median-
te la descomposicion de cada numero en fac-
tores primos, puede mostrarles el procedimiento
abreviado para calcular el mcm que, para el caso
de 48, 56 y 64, consiste en lo siguiente:

MCM=2X2X2X2X2X2X3X7=2°X3x7=1344
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48 56 64 | 2 \
24 28 32| 2
2 14 16 | 2
6 7 8 |2
3 7 4 > MCM=2X2X2X2X2X2X3xX7=2°x3x7=1344
3 7 2|2
3 7 113
17 1|7
& 1 1
La simplificacion consiste en obtener cada factor cha descriptiva, es necesario hacer un registro
primo de los tres numeros al mismo tiempo, siem- para cerciorarse de que los alumnos realizan lo
pre que esto sea posible; cuando no, simplemente siguiente:
se baja el numero, como en el caso del 7, que no e Expresan un numero compuesto como pro-
tiene mitad. Con esta técnica no hay necesidad de ducto de sus factores primos.
seleccionar factores, todos forman parte del mcm. e Calculan el MCD de dos o0 mas numeros.
En caso de que se muestre este procedimiento e Calculan el mcm de dos 0 mas numeros.
en la actividad 1, en la actividad 2 tendran la opor- e Usan correctamente el MCD de dos o mas
tunidad de usarlo, o seguir usando la descompo- numeros al resolver problemas.
sicion de cada numero. También puede sugerirles o Utilizan correctamente el mcm de dos o mas
a los alumnos que usen uno de los dos procedi- numeros al resolver problemas.
mientos y, en sequida, comprueben con el otro.
Los 4 enunciados de la actividad 3 se prestan ¢ COomo apoyar?
para que los alumnos discutan, sobre todo si al-
gunos piensan que es verdadero y otros que es Con los alumnos que enfrenten dificultades al
falso, sélo hay que animarlos a que digan el por- factorizar numeros, calcular el MCD o el mcm.
qué de sus respuestas y a que den ejemplos que Inténtelo con numeros de menor valor, con los
logren convencer a los que piensan diferente. cuales puedan hacer el calculo mentalmente.
Observe lo que hacen en el problema 5, in- Esto les ayudara a encontrar sentido a lo que
ciso a). Es probable que muchos obtengan el buscan y al uso de operaciones escritas cuan-
mcm de 21 y 35, que es 105. Este numero no do el caso lo requiera. Es importante vincular los
es la solucion porqgue tiene tres cifras y la con- aprendizajes de la secuencia 1, "Multiplos, divi-
dicion es que tenga cuatro. ;El numero que se sores y numeros primos”, y de la secuencia 2,
busca tendria que ser multiplo de 105? Esta es "Criterios de divisibilidad", para que los alumnos
la pregunta clave que probablemente algunos relacionen lo que en ellas se estudio con lo que
alumnos se plantearan, misma que los llevard a la se estudia en esta secuencia.
solucion al multiplicar 105 x 2, 105 x 3,105 x 4, has-
ta que encuentren un numero de cuatro cifras. (;Cémo extender?
Este numero es 1050, que se obtiene al multi-
plicar 105 x 10, lo que significa que a la factori- Organice al grupo en equipos y pidales que cada
zacion delmcm = 105 = 3 X 5 X 7, es necesario equipo formule una pregunta relacionada con la
agregarle dos factores mas, un 2 y un 5 para factorizacion de numeros con el MCD o con elmcm
encontrar el numero perdido. 0 que inventen problemas que se resuelvan usando
el mcm, o bien el MCD.
Pautas para la evaluacion formativa T
Con la finalidad de verificar en qué medida se 1890=M2M’=2X33X5”
logra la intencion didactica que aparece en la fi- 55 el G B o sl
JJ73 :
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STl Figuras geométricas y equivalencia

de expresiones de segundo grado 2
(LT, Vol. I1, pags. 22-29)

Tiempo de realizacién

4 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Patrones, figuras geomeétricas y expresiones equivalentes

Aprendizaje esperado

Formula expresiones de segundo grado para representar propiedades del area de
figuras geométricas y verifica equivalencia de expresiones, tanto algebraica como
geométricamente.

Intencion didactica

Que los alumnos establezcan la equivalencia de expresiones algebraicas de segundo
grado para representar el area de figuras geométricas y para obtener valores
desconocidos y que factoricen expresiones algebraicas.

Vinculos con otras
asignaturas

Historia, sequndo grado, secuencia 12: “El poderio mexica”.
Ciencia y Tecnologia. Biologia, secuencia 1: “La biodiversidad mexicana”; secuencia
6: "El cuidado de la biodiversidad e identidad mexicanas”.

Recursos audiovisuales
e informaticos para el
alumno

Audiovisual
» Factores de una expresion algebraica de segundo grado

Informatico

e Factorizacion de expresiones cuadraticas

) Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

e Factorizacion de expresiones algebraicas de sequndo grado
* Expresiones equivalentes y no equivalentes

¢Qué busco?

Que los alumnos:

¢ Sesion 1. Usen expresiones algebraicas equi-
valentes para expresar areas.

¢ Sesion 2. Expresen algebraicamente compo-
siciones de areas que representan binomios al
cuadrado y binomios con un término comun,
y determinen la equivalencia de las expresio-
nes encontradas.

* Sesion 3. Usen expresiones algebraicas para
representar diversas configuraciones geome-
tricas. Factoricen la expresion algebraica que
representa el area de una configuracion geo-
metrica.

¢ Sesion 4. Comprueben la equivalencia de ex-
presiones algebraicas que representan el area
de figuras geomeétricas.

Acerca de...

Esta secuencia forma parte del trabajo que los
alumnos han realizado desde el bloque 1 acer-
ca de la equivalencia de expresiones algebraicas
de segundo grado (también llamadas cuadrati-
cas) a partir de las transformaciones algebraicas
correspondientes o la sustitucion de las literales
iguales por un mismo valor.

Dado que la forma usual de las chinampas es
rectangular, a partir del contexto, basado en lo
que se cultiva en ellas y la gran biodiversidad de
nuestro pais, se plantean problemas para expre-
sar areas de terrenos de cultivo mediante expre-
siones algebraicas que sean equivalentes, esto
es, que los alumnos encuentren diversas mane-
ras de expresar, en estos casos, una misma area.

Entre los problemas que aqui se plantean, se
recurre a la representacion geométrica del tri-
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nomio cuadrado perfecto y del trinomio de la al multiplicar dos literales distintas, o incluso la
forma x?+ (a + b)x + ab, a partir del producto misma, estan considerando dos dimensiones
de dos binomios. Estos conceptos seran de gran (largo y ancho o base y altura).
utilidad en las secuencias donde se resuelven
ecuaciones cuadraticas. ¢Coémo guio el proceso?
Con la finalidad de que los alumnos encuentren
relaciones entre los contenidos que estudian a lo
=5 largo de su preparacion escolar, al realizar la lec-
Huauzontle E a tura introductoria de la secuencia puede pregun-
Eﬂ tarles si recuerdan la secuencia de Historia de
segundo grado, donde se habla de las chinam-
pas como una forma de agricultura de la cultura
N mexica; asi como de lo visto en las secuencias
Epazote &(Soe’ b de Biologia de primer grado, donde estudiaron la
¥ biodiversidad en nuestro pais, y de los cultivos y
alimentos caracteristicos de cada region.
a b En seguida se pide que los alumnos trabajen
individualmente con el fin de analizar, tanto ellos
En general, las secuencias que forman par- como usted, los aspectos que aun puedan repre-
te de este aprendizaje esperado se basan en la sentar un obstaculo para avanzar en el estudio
manipulacion algebraica de los términos, esto de este contenido. Puede suceder que los alum-
es, en las operaciones algebraicas que hasta nos sumen exponentes de las literales iguales
ahora se han estudiado, destacando principal- en un polinomio, por ejemplo en la actividad 1,
mente la factorizacion de expresiones; también inciso c), donde una expresion para representar
se relaciona con los contenidos estudiados en el perimetro de la chinampa es: (5x + 3x + x +
el tema de numero, como la jerarquia de las 3X + X + 2X + 3X), y que ellos consideren que es
operaciones y los conceptos de multiplo y fac- equivalente a 18x5%; o bien, en la actividad 1, inci-
tor, asi como con el calculo de areas de figuras so d), donde el resultado final seria 18x2 los
geomeétricas. alum-nos anoten 18x*, también porque sumaron
los exponentes.
Sobre las ideas de los alumnos En la sesion 2, el problema 1 difiere de las repre-
sentaciones que venian trabajando en la se-
La descomposicion en factores (factorizacion) se cuencia anterior, donde las areas eran externasy
ha estudiado anteriormente en aritmética al en- colindantes. Ahora se trata de un area dentro de
contrar las diferentes formas de expresar cual- otra, elemento que sera importante revisar con
quier numero como un producto de dos o mas los alumnos en la respuesta del inciso c), pues
numeros. Ahora, los alumnos deberan recordar puede suceder que obtengan el area de todo
esas formas de expresar los numeros, ademas el cuadrado de lado d y la sumen con el area del
de las operaciones con potencias de la misma cuadrado pequefo, sin darse cuenta de que si
base y, en general, el uso de la jerarquia de las obtienen el area del cuadrado con lado d, ya es-
operaciones. tan incluyendo el area verde. Asi, las expresio-
Tenga en cuenta que los alumnos pueden nes que pueden obtener en este inciso serian
confundirse respecto a que, al estar representa-  d? e*+ e(d —e) + d(d — e) o bien, e?+ d?-e?, si es
das por literales, las medidas de los lados de las que suman las respuestas a los dos incisos ante-
figuras que tienen los terrenos, en lugar de mul- riores. En esta ultima expresion habra que hacer-
tiplicar, sumen para determinar su area. De ahi los reflexionar que e? se elimina, ya que aparece
que el modelo de areas de figuras sea el apoyo sumando y después restando, de ahi que solo
visual para que los alumnos comprendan que queda d”.
{75°
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El problema de la actividad 2 los llevara a una
representacion geomeétrica de lo que es el tri-
nomio cuadrado perfecto y la posibilidad de es-
cribirlo algebraicamente de diferente forma, lo
que ayudara posteriormente a comprender su
factorizacion:

(a+b)?=(a+Db)a+b)
=a’+ab + ab + b?
=a?+ 2ab + b?

La misma situacion surge con el problema de
la actividad 3, donde seguramente las expresio-
nes que muchos obtendran para el area de toda
la chinampa resulten de la suma de las cuatro
areas en que esta dividida:

X’+ax +bx +ab=x>+ (a+ b)x +ab

Otros posiblemente digan que para obtener el
area de todo el rectangulo basta con multiplicar
(x + a)(x + b), lo que ayudara posteriormente a
comprender la factorizacion.

Lo anterior justifica la necesidad de que los
alumnos comprueben siempre que las expresio-
nes que obtienen son equivalentes, ya sea con la
sustitucion de las literales por valores numeéricos,
0 bien mediante la transformacion de una expre-
sion en la otra.

En las actividades 1y 2 de la sesion 3 se pide
que los alumnos encuentren los factores (medi-
das de los lados) que permiten expresar el area
de las figuras dadas, asi como representar geo-
métricamente el area de figuras, dadas las expre-
siones que representan su area, con el fin de que
pongan en juego, de diferente forma, lo estudia-
do en las dos sesiones anteriores.

La actividad 3 se centra en la busqueda de los
factores que permiten obtener los trinomios da-
dos, pero ahora ya no tienen el apoyo de la re-
presentacion geomeétrica. Se trata ya de un tra-
bajo meramente algebraico, por lo que es im-
portante que usted les insista en que realicen los
productos que obtengan para verificar que son
equivalentes a las expresiones dadas. El recua-
dro incluido en la actividad 6 muestra la relacion
entre estos dos elementos.

Alfinalde esta sesion, se pide alosalumnos que
investiguen acerca de los cultivos que se pueden

tener en casa, tanto en zonas rurales, donde esta
actividad se facilita, como en zonas urbanas, don-
de se ha promovido lo que se conoce como
azotea verde, que consiste en tener diversos cul-
tivos para el autoconsumo en la azotea de una
vivienda o en un espacio que pueda ser destina-
do a ello. La finalidad de este punto es que apo-
ye a los alumnos en la reflexion acerca de como
contribuir, aunque sea en pequefia medida, a evi-
tar los problemas que ocasiona la agricultura
intensiva en la actualidad.

En la sesion 4, actividad 1, se plantea la trans-
formacion de algunas figuras geométricas en
otras, a fin de que los alumnos relacionen prime-
ro las longitudes de los lados cuando las figuras
se transforman, y después, que establezcan la
equivalencia entre las expresiones algebraicas
usadas para calcular sus areas mas facilmente.
Por ejemplo, en el caso del trapecio isdsceles

+le—a —»1»

x\‘H | H’/

que se transforma en un rectangulo, los alum-
nos deberan observar que los dos triangulos que
forman parte de la base mayor son congruentes
y que, acomodados a la derecha del rectangu-
lo obtenido a partir de la base menor, forman
un rectangulo cuya area es la misma que la del
trapecio; también se puede ver que la altura
del rectangulo es la distancia entre la base me-
nor y la base mayor; por lo tanto, las longitudes
buscadas son:

—Jfa+1]—s

Y ellos partiran de aqui para establecer que las
dos expresiones que anoten son equivalentes. En-
tre las que pueden surgir de ambas figuras, estan:
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Se podria solicitar a los alumnos que igualen
las expresiones y realicen las operaciones nece-
sarias para demostrar que ambas expresiones
son equivalentes, ya que la forma mas facil, y a la
cual seguramente recurriran, sera sustituir las li-
terales por algun valor; sin embargo, los alumnos
deben ejercitar la operatividad con expresiones
algebraicas.

Pautas para la evaluacién
formativa

Conelfinde analizar qué conocimientos les que-

dan claros a los alumnos o en cuales tienen di-

ficultades, es importante observar los siguientes

aspectos:

o |dentifican los términos de cualquier expre-
sion algebraica.

¢ Distinguen las operaciones que estan indica-
das en una expresion algebraica.

¢ |dentifican algunas propiedades de las igual-
dades, por ejemplo: si dos términos son igua-
les a otro término, entonces los dos primeros
son iguales entre si; 0 que es posible cambiar
el orden de los miembros sin que la igualdad
se altere.

¢ Aplican correctamente las operaciones con
exponentes.

o Utilizan la trasposicion de términos en una
igualdad.

» Escriben e identifcan las expresiones algebrai-
cas equivalentes para expresar areas y peri-
metros.

¢Coémo apoyar?

Un error muy frecuente de los alumnos es el ma-
nejo de exponentes. En general, confunden la
suma de términos semejantes con el producto.
Si observa que esto ocurre, sera necesario volver
a trabajar con ellos las secuencias relativas a las
operaciones con exponentes de la misma base,
a fin de que recuerden que cuando dos 0 mas
términos tienen la misma literal, pero se estan
sumando o restando, solo se opera con los co-
eficientes y la literal se queda igual. Puede recu-
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rrir también a lo que ellos saben acerca de como
comprobar la igualdad de expresiones, dando un
mismo valor a las literales que son iguales. Por
ejemplo, si escriben esto:

(5x +3x + X + 3x + x + 2x + 3x) = 18x°,

digales que sustituyan la literal por 2, por ejem-
plo, y al realizar las operaciones, del lado izquier-
do obtendran 36, mientras que del lado derecho
sera 1152.

En caso de que les falle la trasposicion de tér-
minos, recurra a la balanza como estrategia di-
dactica para que comprendan que lo que hagan
de un lado de la igualdad, deberan hacerlo tam-
bién del otro para mantener el equilibrio (la igual-
dad). Una vez que comprendan y practiquen esta
estrategia, les sera mas facil entender las recetas:
“Si estd sumando, pasa restando”, “Si esta multi-
plicando, pasa dividiendo”, etcétera.

¢Coémo extender?
La factorizacion de expresiones algebraicas no
esuntema sencillo, porlo que se sugiere que pro-
ponga ejercicios de factorizacion como los si-
guientes:
4x* + 6x2+ 10 =
9a°+ 3a*=
12y —4y* + 6y* + 16 =
2x% + 100 =
16a* — 20a’b + 20a’b — 25b? =
25y? - 30y =
36y% - 48yz + 48yz — 647% =
X2+ 2X+4 4+ 2x =
Se recomienda hacer una puesta en comun
que permita analizar las expresiones anotadas
porlosalumnos, que pueden ser diversas, y com-
probar si son equivalentes. Si no lo son, analicen

si el error es trivial o si es reflejo de algun con-
cepto que no ha quedado claro.
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(LT, Vol. I, pags. 30-39)

Tiempo de realizacion 5 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema Funciones

Aprendizaje esperado

Analiza y compara diversos tipos de variacion a partir de sus representaciones
tabular, grafica y algebraica, que resultan de modelar situaciones y fenomenos de la
fisica y de otros contextos.

Intencioén didactica

Que los alumnos analicen las relaciones funcionales con variacion cuadratica para
conocer sus propiedades y caracteristicas, poder resolver problemas y obtener la
expresion algebraica de ese tipo de relacion funcional.

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

e Distancia de seguridad

» Anadlisis de graficas y expresiones algebraicas de funciones cuadraticas

Materiales de apoyo
para el maestro

Recursos audiovisuales

e Relaciones funcionales con variacion cuadratica
* Interpretacion de graficas con secciones curvas

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Analicen la representacion tabular de
una variacion cuadratica para determinar la re-
presentacion grafica que corresponde al creci-

miento observado.

modelar situaciones de la vida real.

sentacion grafica.

Sesion 2. Comparen modelos de crecimien-
to cuadratico a partir de sus representaciones
tabular, grafica y algebraica, que resultan de

Sesion 3. Verifiguen que la representacion
algebraica de un fendmeno de la fisica co-
rresponde a la situacion que representa, asi
como a los datos de su tabla y de su repre-

Sesion 4. Profundicen en las nociones de de-
pendencia y razon de cambio como caracte-
risticas de una relacion de variacion funcional.
Sesion 5. Analicen cdmo cambian la represen-
tacion algebraica y grafica cuando varia una de
las condiciones, e identifiquen qué representa
cada término de dicha expresion.

Acerca de...

Las graficas de funciones sirven, entre otras co-
sas, para analizar cualitativa y cuantitativamente
las relaciones de dependencia entre dos con-
juntos de cantidades y el tipo de variacion que
existe entre éstas. Asimismo, al ser la represen-
tacion de un modelo, un problema o fendome-
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no cercano o significativo para los alumnos, su
analisis puede comenzar por aspectos cualitati-
vos de la variacion y derivar en soluciones cuan-
titativas o de otro tipo de representacion (tabular
o algebraica).

Desde la primaria, los alumnos han estudia-
do la relacion que hay entre dos conjuntos de
cantidades; en la secundaria han profundizado en
el estudio de las relaciones como procesos de va-
riacion, y en particular se ha hecho hincapié en los
procesos de variacion funcional con situaciones
lineales y de proporcionalidad directa e inversa.
Ademas, el estudio de los fendmenos de varia-
cion se ha hecho con diferentes representacio-
nes matematicas.

En la secuencia 5 se analizaron situaciones que
permiten identificar si la relacion entre las can-
tidades corresponde a una variacion funcional
y si es lineal o cuadratica, a partir de la lectura,
la interpretacion, la elaboracion y el analisis de
graficas y tablas. Es el antecedente directo del
estudio que se va a desarrollar en esta secuencia.
Asimismo, los conceptos y procedimientos estu-
diados en las secuencias de figuras geomeétricas
y de equivalencia de expresiones algebraicas, asi
como las secuencias sobre ecuaciones, son an-
tecedentes relevantes para aprender lo que se
propone en esta secuencia.

Sobre las ideas de los alumnos

Los alumnos saben que, cuando hay dos conjun-
tos de valores y se comparan los elementos de
uno con respecto al otro, puede ocurrir que ten-
gan una relacion de dependencia lineal, o bien di-
recta o inversa, en la que es posible identificar una
constante. También puede suceder que no tengan
relacion alguna.

En la secuencia 5 conocieron algunas situa-
ciones que cumplen con una relacion de varia-
cion que aumenta de manera diferente a la li-
neal. Tal vez, algunos alumnos, al no encontrar
un valor constante entre cada par de valores,
consideren que no hay una relacion de varia-
cion funcional, pero justamente las situaciones
que se presentan en esta secuencia tratan, par-
ticularmente, de dos casos de relacion funcional
cuadratica con la intencion de que los alumnos
se concentren en identificar y analizar las carac-
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teristicas de este tipo de variacion, en las cuales
no se puede identificar una constante.

Un aspecto importante es que los alumnos com-
prendan los conceptos de funcion y ecuacion, asi
como sus diferencias, lo cual se desarrolla en las
secuencias referentes a funciones, ecuaciones y
expresiones algebraicas equivalentes.

¢Cémo guio el proceso?

Lea y comente con los alumnos la seccion “Para
empezar” con el fin de identificar la familiaridad y
las ideas que tienen los alumnos respecto al con-
texto de la secuencia. Las preguntas son sobre
todo para entender el fendmeno y hacer con-
ciencia de la utilidad de los teléfonos celulares,
pero también para alertar sobre la importancia
de no distraerse con estos aparatos al conducir.

A lo largo de la secuencia se pretende que los
alumnos relacionen las distintas representacio-
nes de las funciones con las situaciones y los fe-
nomenos descritos en ella.

La actividad 1 de la sesion 1 centra el trabajo
en el analisis del aumento del numero de celula-
res que se ha dado en los ultimos afios por cada
100 habitantes. Se pretende que, a partir de ob-
servar este crecimiento, los alumnos puedan de-
terminar o aproximar los valores de los aios que
no aparecen en la tabla a partir de la informacion
dada. Los primeros dos incisos estan enfoca-
dos en que comparen el crecimiento que hubo
de un aflo a otro. Observe qué razonamientos
usan para encontrar los valores que se piden en
el inciso c). Vale la pena analizar en un primer
momento qué significa que haya n celulares por
cada 100 habitantes para contestar el resto de
los incisos de esta actividad. En las actividades 2 y
3 conviene que no solo comparen los valores de la
tabla con los de la grafica, sino también que, una vez
que los alumnos hayan dado sus razones, propi-
cie la discusion con preguntas como: “;Por qué
no es posible que la grafica esté compuesta por
dos segmentos de recta?”; “;El comportamien-
to del primer afio al quinto es lineal?”; “;Como
podemos mostrar que no hay un crecimiento li-
neal?”. Aclarar lo anterior les permitira afrontar
de lleno las actividades de la sesion 2.

Pregunteles si recuerdan como se compor-
ta una variacion lineal y como se diferencia del
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Cartel de una
campana vial
que busca
evitar
accidentes.

>

Esta regla de oro debes recordar:

Multiplica, por si mismo, el niimero de decenas de la velocidad
a la que avance el auto para obtener |a cantidad de metros
que tardara el auto en detenerse.

Por ejemplos Si el auto va a 90 km/h, multiplica 9.9 = 81 m
Si el auto va a 120 km/h, multiplica 12 x 12 = 144 m

Si tienes espacio y tiempo para reaccionar,
muchos accidentes podras evitar.

comportamiento de una variacion cuadratica;
pidales que escriban este analisis de las graficas
en su cuaderno.

La actividad 1 de la sesidén 2 comienza con la
intencion de reforzar la comprension de la rela-
cion funcional que se presenta y como se habla
no del total de celulares, sino de cuantos hay
por cada 100 habitantes. Por otro lado, se so-
licita que identifiquen la expresion algebraica que
modela el fendmeno en estudio. Para esto, los
alumnos pueden elegir varias estrategias. Si ob-
serva que afrontan dificultades para hacerlo o lo
hacen de manera azarosa, sugiera que examinen
los valores que conocen, por ejemplo, ;qué pasa
en cada expresion cuando sustituyen algun va-
lor de la tabla?, ;qué resultado obtienen?, jesto
como les ayuda a desechar o elegir las expresio-
nes? Otra opcion es que grafiquen cada una de
las expresiones y la comparen con la grafica
de la sesion 1 para seleccionar la representacion
algebraica correspondiente a la tabla y la grafica
vistas anteriormente. En la actividad 2 se espera
que, a partir de la expresion algebraica elegida en

la actividad anterior, completen la tabla hacien-
do una proyeccion de los resultados del estudio
anterior. Cuando los alumnos encuentren los re-
sultados, comente con ellos lo que significa que
a partir del afio 2019 haya mas de 100 teléfonos
celulares por cada 100 habitantes y por qué eso
tiene un sentido logico en la realidad; ademas,
pregunten por qué es importante analizar esto
desde el punto de vista de la ecologia y del cui-
dado del medio ambiente. En la actividad 3 de-
beran trazar la grafica correspondiente. En rea-
lidad, ya cuentan con todos los elementos para
hacerla, pues tienen la informacion de la sesion
1 (incluso la grafica) y la tabla que acaban de ela-
borar. Para la actividad 4, promueva una puesta
en comun centrada en hacer una conexion entre
las tres representaciones: los datos que apare-
cen en las tablas, las graficas y la expresion al-
gebraica. Para ello puede preguntar: “;Con cual
representacion es mas facil ver como se com-
porta el fendomeno?”; “;Cual representacion te
ayuda a obtener cualquier valor en el tiempo?”;
“;Cual les permite hacer una mejor proyeccion
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a futuro?’. Comente que la grafica representa
los valores de la tabla y que éstos estan dados
por la expresion algebraica. También conviene
que analicen el fendmeno en si. Para eso, puede
plantear preguntas del tipo: ;por qué creen que el
crecimiento se comporta de esa manera?, ;jeste
crecimiento acabara en algun momento?, jcreen
que siempre habra crecimiento?

La actividad 5 tiene como propdsito analizar
otra grafica que representa el mismo fendme-
no, pero en Europa. El alumno debe completar,
a partir de la grafica, una tabla de un conjunto de
datos y responder preguntas comparando am-
bos estudios. Considere que los resultados pue-
den ser variables por la manera en que cada uno
lee la grafica. Conviene que ayude a los alumnos
a dar significado a los resultados numéricos que
se obtienen. Por ejemplo, en el inciso €); la res-
puesta es 163.7 teléfonos celulares por cada 100
habitantes en 2025. Es importante que el alumno
dé un significado a esta respuesta con preguntas
como: ";Qué quiere decir ese numero?”’; “;Tiene
sentido ese resultado en la realidad?”; ";Por qué
es decimal y no un entero positivo?".

La sesion 3 se compone de cinco actividades.
En la primera se debe entender el fendmeno de
la distancia Optima para evitar accidentes. Para
lograrlo; se proporciona informacion sobre la
distancia de seguridad al conducir automoviles y
se formulan cuestionamientos sobre la relacion
entre la velocidad del vehiculo y la distancia de
seguridad al frenar el automovil. En la segunda
actividad se incluye informacion sobre como
calcular la distancia de seguridad para evitar ac-
cidentes tomando en cuenta el espacio que se
necesita, el tiempo para reaccionar y la veloci-
dad del automovil.

Con la “regla de oro” que se proporciona en
la campana vial para evitar accidentes, se pide
en la actividad 3 que se complete una tabla para
distintas velocidades y la distancia de seguridad
asociada a ellas. Con esos datos se intenta que
los alumnos comprendan como se obtiene una
expresion algebraica que representa la situacion
que relaciona la velocidad del automovil con la
distancia de frenado. Para ello se muestran tres
formas de representar algebraicamente la si-
tuacion descrita. Conviene que analice con sus
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alumnos cada una de las expresiones, y que vean
las similitudes y diferencias.

Observe con ellos qué significa algebraica-
mente “quitarle el cero” a los numeros que tie-
nen que multiplicar entre si.

Considere que la respuesta correcta al inciso
c) es( ) (wO) por lo que los alumnos tienen que
determinar en el inciso d) que las expresiones de
Ramon y Sofia son las correctas y ademas son
equivalentes.

La grafica de la actividad 5 les permite apreciar
como a mayor velocidad se necesita mas distan-
cia para frenar sin provocar un accidente.

En la primera actividad de la sesion 4 se in-
troduce una funcion cuadratica con coeficien-
tes decimales, y por medio de ésta se relaciona
la velocidad de un automovil con la distancia
de seguridad. Conviene que se tenga en cuenta
en todo momento que se trata del mismo fend-
meno, pero usando otro modelo. El primero se
utilizd para una campafa de concientizacion, asi
que debia ofrecer una manera sencilla de calcu-
lar la distancia en funcion de la velocidad, para
usarla cotidianamente. Al emplear la expresion
algebraica de esta sesion, se quiere tener mas
precision entre el fendmeno fisico y el modelo
matematico que lo representa. Para graficar, se
solicita al alumno que complete antes los datos
de la tabla correspondiente. Es importante que
comente a los alumnos que las 2 expresiones
representan lo mismo, pero que estan descritas
con diferentes literales. Esto significa que uno
puede nombrar las variables como guste, siem-
pre y cuando se sepa que representan lo mismo.

En la actividad 2, los alumnos deben graficar la
funcion de la distancia de seguridad respecto a
la velocidad usando la expresion funcional y los
datos obtenidos en la actividad anterior.

La actividad 3 se orienta hacia la comparacion
de las dos graficas anteriores, donde podran apre-
ciar su semejanza y observar que, a pesar de la
sencillez de la primera, cumple el cometido de
determinar la distancia de frenado seguro.

La primera actividad de la sesion 5 tiene
como proposito que los alumnos identifiquen
los términos de la expresion funcional con la
distancia de frenado, y ahora con el agregado
de la distancia de reaccion dando la funcion:
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D(v) = 0.007v? + 0.2v, es decir, se establece la
relacion entre la distancia de frenado y el uso del
teléfono celular mientras se maneja. Conviene
que verifique con los alumnos qué significa re-
accionar tres y seis veces mas tarde, dado que
se les pide escribir las expresiones algebraicas
de las dos situaciones descritas. En el inciso b),
cuando grafiquen las tres situaciones, compare
y analice con los alumnos las implicaciones de
estar distraido cuando se maneja, sobre todo a
altas velocidades.

Es conveniente que en la puesta en comun de
la actividad 2 comenten como, al variar los fac-
tores, cambian las graficas. Vean qué es lo que se
modifica, asi como la manera en que varia la dis-
tancia de frenado en funcion de la velocidad. Por
ejemplo, puede ver como se maodifica la distancia
segun la distraccion que se presenta a la misma
velocidad. Es importante reflexionar que no solo
por reducir la velocidad se reduce el riesgo, sino
gue también hay que reducir las distracciones.

Pautas para la evaluacién formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se va

logrando la intencion didactica que aparece en

la ficha descriptiva, se requiere hacer un registro

para cerciorarse de que los alumnos realizan o

siguiente:

¢ Distinguen claramente cual representacion
grafica se corresponde mejor con el creci-
miento observado.

¢ Logran hacer la conexion que hay entre las
representaciones tabular, grafica y algebraica,
que resultan de modelar situaciones de creci-
miento cuadratico.

» Logran vincular o explicar el fendmeno a par-
tir de las distintas representaciones.

* Ante las relaciones funcionales que se presen-
tan, determinan cual variable es la independien-
tey cual es la dependiente.

¢Coémo apoyar?

Si observa que algunos alumnos tienen dificul-
tades para seleccionar la grafica que correspon-
de a los datos de la tabla de la actividad 2 de la
sesion 1, puede sugerir que identifiquen cada

par ordenado de la tabla en ambas graficas; en
aquella en la que ubiquen todos los puntos de-
terminados por los pares ordenados sera la que
le corresponde.

Nilmero de celulares por
cada 100 habitantes
.
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\ Ano del estudio

Esta sugerencia también la puede hacer si ob-
serva que tienen dificultad para trazar la grafica
de la actividad 3 de la sesion 2. De esta manera,
puede ayudar a los alumnos a reconocer algunas
de las caracteristicas de la relacion funcional, por
ejemplo, si se tienen dos conjuntos de valores,
uno de ellos puede ser el de los valores inde-
pendientes, ubicados por lo generalen el eje X, y
los otros, los dependientes, ubicados en el gje .

¢Coémo extender?

Si tiene acceso a una computadora con internet,
puede conectarse con alguno de los graficado-
res en linea gratuitos, por ejemplo Geogebra y
Wolfram Alpha, que le permitird hacer amplia-
ciones de las graficas y modificar los parame-
tros para ver las implicaciones de los cambios.
Asimismo, revise algunos recursos en internet o
simulaciones para explicar o comprender mejor
el fendmeno. Por ejemplo, puede ver el video
que se encuentra en https://www.youtube.com/
watch?v=fB9_id8BhUO
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ailser-We] Ecuaciones cuadraticas 2

(LT, Vol. 11, pags. 40-49)

Tiempo de realizacion

5 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Ecuaciones

Aprendizaje esperado

Resuelve problemas mediante la formulacion y solucion algebraica de ecuaciones
cuadraticas.

Intencién didactica

Que los alumnos usen ecuaciones cuadraticas al resolver problemas por el método

de factorizacion.

Audiovisuales

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informaticos

o Ecuaciones cuadraticas incompletas
e Ecuaciones cuadraticas por factorizacion

e Factorizacion de ecuaciones cuadraticas incompletas
o Ecuaciones cuadraticas por factorizacion

. Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

e Aspectos a considerar para resolver ecuaciones cuadraticas incompletas
» Recomendaciones iniciales para el estudio de ecuaciones cuadraticas

¢Qué busco?

Que los alumnos:

Sesion 1. Resuelvan ecuaciones cuadraticas de
la forma ax? + ¢ = 0, para solucionar problemas.
Sesion 2. Usen ecuaciones de la forma
ax? + bx = 0 para resolver problemas.

Sesion 3. Utilicen el método de factorizacion
para resolver ecuaciones de la forma x? + bx +
¢ = 0 al solucionar problemas.

Sesion 4. Identifiquen las raices de una ecua-
cion de segundo grado cuando ésta se ex-
presa de la forma (x + p)(x

+ g) = 0 y sepan formu-

Acerca de...

En la secuencia 4, los alumnos comenzaron a
formular ecuaciones de segundo grado para re-
solver ciertos problemas y usaron métodos in-
tuitivos para llegar a la solucion. Esta secuencia
se desarrolla al considerar la complejidad de las
ecuaciones y, paralelamente, los métodos que
suelen utilizarse para resolverlas. Se inicia con las
ecuaciones incompletas, de la formaax? +c =0
y, ax> + bx = 0, y culmina con las ecuaciones
completas, de la forma ax®> + bx + ¢ = 0, cuya
resolucion se lleva a cabo por el método de fac-
torizacion y por la propiedad del producto cero.

lar una ecuacion de se-
gundogradodadaslasdos
raices.

Sesion 5. Identifiquen las
dosraicesdeunaecuacion
desegundogradoenlare-
presentacion grafica de
la funcion de la cual se ob-
tiene y formulen la ecua-

4. Anoten lo que falta en la tabla.

Ecuacion factorizada Ecuacion desarrollada “

x=Nx+2)=0

x -3)x+4)=0

~

X¥—x—2=0
x, =4 x,=3
X2 —6x=0
X2 +5x—14=0
x, =17 X, ==2

N\

cion correspondiente.
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Otro aspecto que se destaca en la secuencia
es el significado de las raices, tanto en el con-
texto de los problemas como en el algebraico.
En el primer caso se cuestiona que, en ciertos
problemas sobre nuimeros, las dos raices de la
ecuacion sean solucion del problema, mientras
que en otros, por ejemplo los relacionados con
edades o con medidas, solo una de las raices es
solucion del problema.

En el segundo caso, el significado de las raices
se asocia a la representacion grafica de la ecua-
cion, especificamente con lasabscisasde los pun-
tos donde la curva corta al eje X.

Sobre las ideas de los alumnos

Algunas de las nociones que los alumnos han

construido y sirven de sustento para el estudio

de esta secuencia, son las siguientes:

e Una ecuacion se puede simplificar al aplicar
la misma operacion en los dos miembros de la
ecuacion, como se ilustra en la siguiente tabla.

Ecuacion
final

Ecuacion

. . 3 h
inicial Qué se hace

Se suma 50
en ambos
miembros
dela
ecuacion.

2x*-50=0 2x%= 50

Ambos
miembros
se dividen
entre 2.

2x2=50 x2=25

Se extrae la
raiz cuadra-
da en ambos
miembros.

x> =25

X X

¢ Un numero es factor comun de dos o mas
numeros si los divide exactamente. Por ejem-
plo, 3 es factor comun de los numeros 6, 12
y 18. Adicionalmente, el mayor factor comun
0 maximo comun divisor de 6, 12 y 18, es 6.
Esta misma idea es valida para las expresio-
nes algebraicas. Por ejemplo, 2x es factor co-

BLH  ELB LB
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mun de 4x y de 8x?, porque divide a ambos en

forma exacta: é—’;: 2,%2 = 4x. El mayor factor
comun o maximo comun divisor de 4x y 8x2,
es 4x. Una idea previa que entra en juego en
esta parte es la de cociente de potencias de la
misma base que se estudio en segundo grado.

e La propiedad del producto cero es funda-
mental en el desarrollo de esta secuencia y
para muchos alumnos no es trivial. Dada la
ecuacion

x-3)x+5) =0,

en la que hay una multiplicacion de dos fac-
tores cuyo resultado es cero, necesariamente
x —3 =0, 0bien, x + 5 = 0, de donde resulta
quesix — 3 =0, entoncesx =3.Six+5=0,
entonces x = =5; por lo que las raices de la
ecuacion son 3y —5.

e Cuando en una ecuacion como

x2—-3x-180=0

se requiere encontrar dos numeros que suma-
dos den -3 y multiplicados den —180, los alum-
nos pueden echar mano de la factorizacion en
primos de 180 =2 X 2 X 3 X 3 x 5. Si se agrupan
convenientemente estos factores, por un lado 2
X 2 X 3,y porotro 3 X 5, en tales productos (12
y 15) hay una diferencia de 3, que es la que se
requiere. Lo que resta es asignar los signos ade-
cuados, —15y 12, para que la suma sea -3 y el
producto —-180.

¢Coémo guio el proceso?

Se sugiere leer con los alumnos la seccion “Para
empezar”, que aporta algunos datos sobre el de-
sarrollo del lenguaje algebraico. Puede pregun-
tarles cuantos afos pasaron desde la época en
que vivio Diofanto hasta la época de Francisco
Vieta, para que tengan una idea acerca de la len-
titud de los avances matematicos. En estos casos,
también sirve ubicar en un mapamundi los luga-
res donde vivieron Diofanto, Al Juarismi y Vieta.

Enlasesionl, esprobable que enelincisoa) los
alumnos usen literales distintas para representar
un numero cualquiera. Aproveche esto en elinci-
so c) para enfatizar la idea de que, efectivamente,
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es valido usar cualquier literal, aunque se acos-
tumbra usar las ultimas letras del alfabeto para
representar numeros desconocidos o incognitas.

Al comparar las ecuaciones del inciso c), es
muy importante que a los alumnos les quede
claro que toda ecuacion relaciona dos expresio-
nes cuyo valor es el mismo, en este caso 3x*y
108; ambas valen 108, y por ello se pueden rela-
cionar con el signo igual. Se seguira insistiendo
sobre esta idea mas adelante.

Observe lo que hacen enelinciso d). Es proba-
ble que algunos sigan usando el procedimiento
de ensayo y error, pero también se espera que
intenten simplificar la ecuacion al efectuar las
mismas operaciones en ambos miembros, como
lo hicieron con las ecuaciones lineales. Lo nue-
vO en este caso es el uso de la raiz cuadrada
como operacion inversa de elevar al cuadrado.
No se los diga, pueden seguir usando el ensayo
y error; al final de la sesidon podran ver la expli-
cacion. Es necesario que verifiquen que en este
caso las dos raices de la ecuacion son solucion
del problema porque 3(6)?= 108y 3(-6)% = 108.

En el inciso a) de la actividad 2, observe si
los alumnos identifican las dos expresiones que
representan el area del circulo. Una de ellas es
la formula: zr?, que en este caso puede escribir-
se: 3.14r%, la otra es el drea conocida, 153.86 cm?,
de manera que la ecuacion es 3.14r> = 153.86.

En contraste con el problema de la actividad 1,
se pretende que los alumnos puedan determinar
por si mismos que, en éste, solo la raiz positiva
es solucion del problema, puesto que se trata de
una medida de longitud.

En la actividad 1 de la sesion 2, nuevamente se
retoma la idea de relacionar dos expresiones que
tienen el mismo valor para formular la ecuacion.
En este caso, uno de los valores es la suma de
las areas de los dos cuadrados (2x2), y el otro es
el area del rectangulo (6x). Conviene hacer notar
que en este caso ambos valores se desconocen
porque no se sabe el valor de x.

En el inciso d) de la actividad 1, se espera que
por ensayo y error encuentren el nimero que sa-
tisface la ecuacion. En seguida, en el inciso e),
verifiqguen si el numero encontrado cumple con
las condiciones del problema.

La actividad 2 contiene dos aspectos que son
fundamentales en lo que resta de la secuencia.
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El primero se refiere a la factorizacion de expre-
siones algebraicas, en este caso la factorizacion
del primer miembro de la ecuacion 2x? — 6x = 0.
Se trata de encontrar un término que sea fac-
tor comun de 2x? y de 6x, usando la misma idea
que los alumnos ya tienen de factor comun: esto
es, el numero que divide exactamente a dos o
mas numeros y, en este caso, se trata de buscar
la expresion que divide exactamente a dos o mas
expresiones algebraicas. ;Qué expresion divi-
de exactamente a 2x*y a 6x? La respuesta podria
ser2, porque 2 2 x2 y 62X 3x. También podria ser
X, porque 2; 2xy 6X = 6. También podria ser 2x,
porque 22% X, Y g =3, ;cual de los tres facto-
res conviene tomar7 El que permite simplificar
mas la expresion, lo que los alumnos conocen
como mayor factor comun o maximo comun
divisor (MCD). De manera que la mejor forma
de factorizar la ecuacion es 2x(x — 3) = 0. El
primer factor (2x) es el mayor factor comun, y
el segundo factor (x — 3) es el binomio formado
por los cocientes de dividir cada término entre
el mayor factor comun.

El segundo aspecto se refiere a la propiedad
del producto cero, segun la cual, si el produc-
to de los dos factores es cero, por lo menos uno
de ellos debe ser igual a cero. Esta propiedad
es la que permite resolver ecuaciones de este
tipo una vez que estan factorizadas. Si supone-
mos que el primer factor es igual a cero, obte-
nemos la ecuacion 2x = 0, en la que el valor de
x es 0y ésta es la primera raiz de la ecuacion
cuadratica. Si suponemos que el segundo factor
esigual a cero, obtenemos la ecuacion x — 3 =0,
por lo que x = 3y ésta es la segunda raiz de la
ecuacion cuadratica.

En elinciso c¢) de la actividad 4 es posible que
surjan ecuaciones equivalentes. Por ejemplo,
x(x —5) =0y 2x (x = 5) = 0. Ambas ecuaciones
tienen como raices 0 y 5, por lo que son ecua-
ciones equivalentes.

En la actividad 1 de la sesion 3, se espera
que los alumnos logren formular la ecuacion
X(x + 1) = 182. Esta ecuacion les permitira en-
contrar, por ensayo y error, dos niUmeros conse-
cutivos positivos que multiplicados dan 182. Sin
embargo, hay otros dos numeros consecuti-
vOs negativos cuyo producto es 182. Para que
los alumnos sepan como encontrarlos, en la ac-
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tividad 2 se desarrolla y explica el procedimiento
para resolver, por el método de factorizacion, la
ecuacion, x> + x — 182 = 0, que es equivalente a
la que se formula en la actividad 1.

Es probable que, ademas de la explicacion
que hay en el libro del alumno, en las actividades
2 y 3 sea necesario agregar otros ejemplos para
resolver las dudas que surjan. Por ejemplo, les
puede proponer x(x + 7) = —12 cuyas raices son
-4y -3

Analice con los alumnos la actividad 4 y ayu-
delos a entender que los dos numeros buscados
pueden ser: dos positivos, dos negativos, o uno
positivo y otro negativo, en funcion de los signos
que tengan los términos de la ecuacion.

Si algunos alumnos tienen dificultad para re-
solver las ecuaciones y no se les ocurre hacer
las multiplicaciones de la segunda columna para
encontrar a qué expresion son equivalentes, su-
giéralo usted.

Uno de los propdsitos de la actividad 1 de la
sesion 4 es mostrar a los alumnos que una mis-
Mma ecuacion, en este caso x(x + 7) = 294 o bien
x(x — 7) = 294, puede servir para resolver dife-
rentes problemas, ademas de fortalecer las ideas
que se han venido trabajando en las sesiones
anteriores, como que, en ciertos casos, solo una
de las raices es solucion del problema.

Con base en lo que se ha estudiado, observe,
en la actividad 3, si los alumnos son capaces de
identificar las raices de la ecuacion en la forma
factorizada, y de expresar ésta en la forma cano-
nicax?+ 6x + 9 = 0. En elinciso d) de la actividad
3 se pretende que los alumnos puedan explicar
que las raices de una ecuacion cuadratica, cuan-
do se presenta factorizada, son los opuestos de
los términos no comunes de los factores. En
la tabla de la actividad 4 se vera si los alumnos
son capaces de transitar de la ecuacion cuadra-
tica en su forma canodnica, x> + bx + ¢ = 0, a las
raices de la ecuacion, pasando por la forma fac-
torizada, asi como de recorrer el camino inverso,
ir de las raices a la forma candnica, pasando por
la forma factorizada.

En la actividad 5 se analiza el caso especial del
trinomio cuadrado perfecto, cuyafactorizaciones
un binomio elevado al cuadrado, y la solucidn una
raiz doble o dos raices iguales, aunque suele
decirse que tienen una solucion doble. Al pasar
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de la forma factorizada a la candnica, es conve-
niente que los alumnos efectuen el producto en
vez de memorizar la regla que facilmente se olvida.

En el inciso b) de la actividad 7 observe si los
alumnos logran pensar que si la condicion es
gque la ecuacion tenga una solucion, debe ser un
trinomio cuadrado perfecto, y para que lo sea,
k debe valer el doble de la raiz cuadrada de 16
multiplicada por 1, es decir, 2 X 4 x 1 = 8. Para el
inciso c), probando con algunos casos particu-
lares, algunos alumnos encontraran, por ejem-
plo, que k debe valer 10, pues dos numeros que
sumados dan 10, y multiplicados dan 16, son 8
y 2,y las raices serian -8 y —2. Es poco proba-
ble, pero podria suceder, que algunos alumnos
dieran una respuesta mas general: “El valor de k
debe ser mayor que 8". De aqui podrian concluir
que en el inciso d) el valor de k debe ser me-
nor que 8. En la siguiente secuencia sobre ecua-
ciones cuadraticas podran justificar estas res-
puestas con ayuda del discriminante.

Al estudiar las ecuaciones de primer grado,
los alumnos observaron que la solucion de una
ecuacion se puede ver en la grafica de la funcion
de la que se obtiene, como la abscisa del pun-
to donde la recta corta al eje X. Dicho de otra
manera, es la abscisa del punto en el que la or-
denada vale cero.

La actividad 1 de la sesion 5 retoma estas ideas
para las ecuaciones cuadraticas. En este caso, se
tiene una curva (parabola) en vez de una recta, y
la grafica corresponde a una funcion cuadratica.
Las raices de la ecuacion cuadratica asociada a
la funcion son las abscisas de los puntos don-
de la curva corta al gje X, es decir, las abscisas de
los puntos donde la ordenada vale cero. Una vez
que los alumnos logren identificar las raices, lo
demas es algo ya hecho en otras actividades de
esta secuencia.

Observe si logran apreciar en la actividad 2
que todas las graficas tienen una raiz igual a cero
y otra distinta de cero, esto puede llevarlos a
pensar que se trata de ecuaciones incompletas
de la forma ax? + bx = 0. Es interesante ver como
los alumnos resuelven la tabla de la actividad 3,
donde se espera que comiencen por identificar
las raices y, con base en éstas, completen lo de-
mas. SOlo hay una grafica que no corta al gje X,
por lo tanto no tiene raices en los numeros en-
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2. Con base en la gréafica que se muestra, completen la ta@

Color Ecuacion Ecuacion
factorizada desarrollada

Azul

X +2x=0

teros o racionales. Si lo cree conveniente, puede
decirles que la ecuaciones x> + 8 = 0, que es una
ecuacion incompleta de la forma ax®+ ¢ = 0, que
no tiene solucion.

Para responder la actividad 3, inciso b), ob-
serven que la grafica g solo toca al eje X en un
punto, lo que significa que solo tiene una raiz, o
bien, una raiz doble.

Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se va
logrando la intencion didactica que aparece en
la ficha descriptiva, es necesario hacer un regis-
tro para cerciorarse de que los alumnos realizan
lo siguiente:

Resolver ecuaciones de laformaax?+c =0,y
de utilizarlas al resolver problemas.

Resolver ecuaciones de la forma ax? + bx = 0,
y de utilizarlas al resolver problemas.

Resolver problemas que implican usar ecua-
ciones de la forma ax? + bx + ¢ = 0.

Formular ecuaciones cuadraticas a partir de
sus raices.

Formular ecuaciones cuadraticas a partir de
su representacion grafica.

¢Coémo apoyar?

Deténgase el tiempo que sea necesario en el es-
tudio de las ecuaciones incompletas, con el fin
de que los alumnos vayan comprendiendo lo
que hacen; esto les dara confianza para avan-
zar. Por ejemplo, puede proponer el siguien-
te problema, que se modela con una ecuacion
cuadratica: "Se tienen dos cuadrados iguales, de
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area x? cada uno. La suma de las areas de estos
dos cuadrados es igual a un rectangulo de area
6x. ¢Cuanto mide el lado del cuadrado?”.

A fin de lograr una mayor comprension, pue-
de proponerles que dibujen y recorten las figu-
ras para sobreponer los dos cuadrados iguales
sobre el rectangulo. Los alumnos deberan en-
contrar que los dos cuadrados iguales cubren
exactamente el rectangulo, con lo que podran
observar que la medida del lado de cada cua-
drado debe ser igual que la medida de la altura
del rectangulo, y que los datos conocidos co-
rresponden al area de las tres figuras. Entonces
se puede comprender mejor por qué la ecuacion
que modela la situacion es x? + x2 = 6x. De este
modo, puede proponer a los alumnos que, aun
cuando tengan dificultades, representen la situa-
cion de la actividad 3 de la sesion 2, ya que decir:
“Cuatro veces el cuadrado de un numero es igual
a ocho veces el mismo numero. ;De qué nume-
ro se trata?”, es equivalente a: “Cuatro cuadrados
iguales de area x2 cada uno y la suma de las areas
de esos cuadrados es igual a un rectangulo de
area 8x. ;Cuanto mide el lado del cuadrado?”. La
representacion grafica es:

I e I

La ecuacion cuadratica que modela la situacion
es: x° + x> + x>+ x? = 8x.
Simplificando:
4x?> — 8x
4x(x = 2)

0
0

Luego, si4x = 0, se tiene que x = 0, si (x — 2)
entonces x = 2.

¢Como extender?

Si los alumnos resuelven un problema sin difi-
cultad, pidales que formulen un problema similar
para que todo el grupo lo resuelva. Un ejemplo
es la manera como se propone en la seccion
“:Como apoyar?” para transformar un problema
en otro equivalente. Esimportante que no sélo en
esta secuenciay este tema se proponga este tipo
de actividades, porque son acciones que pro-
mueven que los alumnos desarrollen habilidades
para plantear y resolver problemas.
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Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Patrones, figuras geométricas y expresiones equivalentes

Aprendizaje esperado

Diferencia las expresiones algebraicas de las funciones y de las ecuaciones.

Intencioén didactica

Que los alumnos resuelvan problemas que impliquen el uso de funciones cuadraticas
y las ecuaciones asociadas a ellas para distinguirlas y diferenciarlas.

Audiovisual
Re':cursos’a_udiovisuales « ;Funcién o ecuacion?
e informaticos para el L
alumno Informatico

e ;Funcion o ecuacion?

Materiales de apoyo Recurso audiovisual

para el maestro

» Diferencias entre funcion y ecuacion

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Reconozcan lasolucion de unaecua-
cion lineal y las soluciones de una ecuacion
cuadratica como el valor de la abscisa del pun-
to donde la grafica correspondiente a la rela-
cion lineal o cuadratica interseca al gje X.

e Sesion 2. Comparen el comportamiento de las
graficas de funciones lineales y cuadraticas.

e Sesion 3. Analicen el comportamiento de las
graficas de las funcionesy = x?yy =x2+cCy
determinen la manera en que a cada una de
estas funciones se le asocia una ecuacion.

e Sesion 4. Reconozcan las soluciones de las
ecuaciones cuadraticas asociadas a funciones
de la forma y = ax? + bx y las resuelvan alge-
braicamente.

Acerca de...

En la secuencia 4 la atencion se centra en el uso
de procedimientos de ensayoy error; en la 13, en
procedimientos algebraicos para encontrar las
raices de ecuaciones linealesy cuadraticas, mien-
tras que en esta secuencia se analiza la relacion

entre el concepto de ecuacion y el de funcio-
nes lineales y cuadraticas (secuencias 5y 13), sin
dejar de lado el uso de los procedimientos alge-
braicos estudiados en las secuencias 3y 11. Este
analisis ofrece a los alumnos un referente visual
sobre la naturaleza y el numero de soluciones de
dichas ecuaciones.

Para facilitar la comprension de las relaciones
entre los conceptos de funcion y ecuacion se eli-
gieron contextos de medicion como perimetro
y area de superficies cuadradas, rectangulares y
circulares, y volumenes de prismas rectangula-
res. En cada caso, los alumnos deben analizar con
cuidado la situacion que se plantea. Por ejem-
plo, para representar algebraicamente el area de
una chinampa rectangular, ademas de entender
el significado y uso de la variable x, deben consi-
derar el conjunto de valores que ésta puede tener
para que tanto la medida del ancho de la chinam-
pa como su area resulten valores positivos.

En esta secuencia, los alumnos contrastan
la forma en que crecen las funciones lineales y
cuadraticas, hecho que pueden visualizar en las
graficas correspondientes; ademas, revisan la
nocion de expresiones algebraicas equivalentes
tanto en expresiones que representan funcio-
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nes como en las que son ecuaciones, por ejem-
plo, la funcion y = x> — 5x es equivalente a
y =x(x-5).

En general, en esta secuencia se analizan fun-
cionesdelaformay =x%y=x>+cyy =ax®+ bx,
a las cuales se asocian las ecuaciones cuadra-
ticas incompletas x> = 0, x>+ ¢ = 0, y ax’+ bx =
0, respectivamente. Las soluciones de las ecua-
ciones de esta forma se encuentran algebraica-
mente y se visualizan en las graficas de las fun-
ciones correspondientes.

Sobre las ideas de los alumnos

Para los alumnos, ;qué representan las literales
en las siguientes expresiones?

- 16x
x*+16x=0
X*+1léx=y

Muchos alumnos pueden interpretar la prime-
ra expresion como una ecuacion mal planteada
y, por lo tanto, no se puede resolver. Esto mues-
tra que, por un lado, tienen dificultad para in-
terpretar la literal involucrada como un numero
general y, por otro, una tendencia a ver la literal
como incodgnita, como un unico valor que hay
que determinar.

En cuanto a la segunda expresion, lo que
muchos hacen para resolverla es proceder por
ensayo y error y, en ocasiones, al resolver un
problema asignan a la misma literal distintos va-
lores, de modo que la suma del lado izquierdo
dé como resultado el numero de la derecha.
Esto muestra una confusion muy comun entre
los alumnos, quiza porque se les ha ensefiado
que en algebra las letras representan ndmeros,
pero no se ha enfatizado que, cuando se define
una literal para representar una medida o cual-
quier otro valor, ya no se puede utilizar esa literal
en ese problema para representar otra medida
u otro valor distinto.

En cuanto a la tercera expresion, muchos
alumnos comentan: “No se puede resolver por-
gue notiene un resultado numeérico” o “Es el resul-
tado de una suma, pero no sabemos de qué
suma se trata”.
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En cursos anteriores, los alumnos manipula-
ron ecuaciones con incognitas en los dos miem-
bros, como 3x + 12 = 2x + 3, y las resolvieron
con procedimientos basados en las propiedades
de la igualdad. Entre las ecuaciones que ahora
se les presentan, la mas parecida a las conocidas
en cuanto a procedimientos de resolucion es del
tipo x?2 — 9 = 0 que se puede resolver con el uso
de las propiedades de laigualdad: x? = 9, x = + V9,
X = +3. La transicion al estudio de las ecuaciones
cuadraticas que generalmente se igualan a cero,
y que esas ecuaciones tengan dos soluciones,
no deja de ser extrafio para los alumnos.

Ocurre con frecuencia que el signo + aparece
como por arte de magia sin tener idea de donde
surge. Esto provoca en muchos alumnos la falsa
idea de que las matematicas se comportan de
modo raro y que es dificil comprender ese com-
portamiento. Ante ello, es necesario recordar lo
estudiado en segundo grado acerca de que una
raiz cuadrada tiene dos resultados, uno positivo
y Uuno negativo, pues al elevarlos al cuadrado se
obtiene el radicando:

V16 = +4, ya que, (4)(4) = 16 y (-4)(-
¢Cémo guio el proceso?

Con el objetivo de ubicar a los alumnos en
el tema de la variacion, lea con ellos la sec-
cion “Para empezar” y pregunte qué tipo de re-
lacion se puede establecer entre las variables
dadas por el numero de hojas de un libro y su
numero de paginas, o entre el numero de kilo-
gramos de un producto y su precio. Enseguida,
haga que examinen la variacion que se mani-
fiesta en el area de una chinampa cuadrada al
asignar diversos valores a la variable. Trate de
que su intervencion lleve a los alumnos a enu-
merar algunas caracteristicas que diferencian
a estos tipos de variacion. Por ejemplo, en las
primeras, los cambios de las variables se dan en
intervalos iguales; se trata de un caso particular
de variacion lineal, son relaciones de propor-
cionalidad directa. En contraste, en la segunda
situacion, a intervalos iguales de la variable in-
dependiente no corresponden intervalos igua-
les en la variable dependiente; se trata de una
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relacion funcional de tipo cuadratico
cuyo analisis se realiza en la actividad 1
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Tabla de valores de la circunferencia
y area del circulo en funcion del radio

de la seccion “Manos a la obra”. Circulo A B C D E F

Para una mejor comprension de la si- ren

2 N 1 2 3 4 5 6

tuacion que se propone en la actividad cm
1, conviene reproducir en el pizarron la v
imagen de la chinampa de modo que émen 6.2832 | 12.5664 | 18.8496 | 25.1328 | 31416 | 37.6992
se distinga la parte cultivable y las me-
didas de sus lados: x y x — 2. Por la for- Agr):;” 31416 | 12.5664 | 28.2744 | 50.2656 | 78.54 | 113.0971
mula del area del rectangulo, se tiene

que la expresion algebraica del area es
y =x(x — 2), o bien, y = x> — 2x. La tabla de valo-
res que representa la variacion del area es:

dad 5 puede aprovecharla para que los alumnos
observen algunas diferencias entre las funciones
lineales y las cuadraticas, y también respecto

Lado

Area
cultivada

y =x%>-2x 3 0

1.25

a las ecuaciones asociadas a ellas.

3 134 Por ejemplo, la funcion cuadra-
tica A(r) = zr?> crece mas rapida-

ks 55 | mente que la lineal o de propor-
? cionalidad directa C(r) = 2ar; en

Al trazar la grafica correspondiente a esta fun-
cion, explique a los alumnos que la parte positiva
del eje X representa las diversas medidas del lado
de la parte cultivada de la chinampa, y la parte
positiva del eje Y representa el area correspon-
diente. Por lo tanto, la parte de la parabola que
tiene sentido para la situacion que se analiza es
la que se halla en el primer cuadrante, sin con-
siderar el origen, ya que ni los lados ni el area
del rectangulo pueden tener valores negativos o
cero. Consecuentemente, el punto mas bajo de
la paradbola (el vértice) de coordenadas (1, —1) no
tiene sentido para la situacion porque el valor -1
para el area es negativo.

En cuanto a la situacion que plantea la activi-
dad 2, oriente la reflexion de los alumnos hacia el
hecho de que las magnitudes que varian en este
caso son la altura o el nivel que alcanza el agua
en la alberca (x) y, consecuentemente, el volu-
men del agua (y). Se trata aqui de una funcion
de proporcionalidad directa, puesto que, por
cada unidad de medida de la altura, el volumen
en que aumenta el agua es el mismo. La expre-
sion algebraica de esta funcion es, por tanto,
de primer grado, es una funcion lineal y = 25x
y la ecuacion asociada es 25x = 0.

En la sesion 2 se proponen actividades simi-
lares a las de la sesion 1, pero ahora referidas al
circuloy a la circunferencia. La tabla de la activi-

la ultima, por cada centimetro que
aumenta el radio, la circunferencia aumenta
6.2832 cm, es decir, el aumento es constante
debido al factor 2z en la funcion. Esta diferen-
cia en el crecimiento se refleja en las graficas
correspondientes. Es importante destacar que
esta diferencia no se observa en las graficas
que presenta el libro de texto porque los valo-
res que se asignan al radio son menores de 5
cm, por lo tanto, conviene verificar esto trazan-
do las graficas para radios mayores de 5 cm.

La actividad 6, inciso f), se responde al resol-
ver una ecuacion cuadratica: “;Existe un circu-
lo que tenga un area de 5 cm??”; ";A qué punto
o puntos de la parabola corresponden?”. Pues-
to que las variables involucradas son la medida
del radio y el area, y esta ultima ya se conoce
(5 cm?), con la ecuacién 3.1416 r> = 5 se puede
calcular la medida del radio: 1.26 cm. Asi pues,
el punto de la parabola pedido tiene por coor-
denadas (1.26, 5), punto que puede ubicarse vi-
sualmente en la grafica que se presenta en el
libro.

En el inciso g) es importante que comente a
los alumnos que no se espera que obtengan los
resultados directamente por medio de operacio-
nes en la calculadora, sino que aprecien que las
dos expresiones escogidas como respuesta son
equivalentes debido a la propiedad asociativa y
conmutativa de la multiplicacion.
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En la actividad 8 se espera que puedan darse
cuenta de que la grafica del area de la parabola
se corresponde con los valores de la tabla; asi-
mismo, que encuentren el valor del vértice de
la misma forma en que lo hicieron en el inciso
f). En la actividad 9, en cambio, se busca que
puedan establecer la relacion entre el compor-
tamiento del area y la circunferencia conforme
crece el radio.

En la sesion 3 se analiza el comportamiento de
las graficas de las funciones de la forma y = x? y
y =x2+ cylamanera en que a cada una de estas
funciones cuadraticas se le asocia una ecuacion.
Un punto importante sobre el comportamiento
de estas graficas es que son exactamente igua-
les, y lo Unico que cambia es su ubicacion en
el plano cartesiano. Por ejemplo, el vértice de
la pardbola y = x? estd en el origen del plano y
abre hacia arriba; si esta parabola se desplaza 5
unidades hacia arriba, su expresion algebraica es
y =x%+ 5, pero si lo hace 5 unidades hacia aba-
jo, su expresion algebraica es y = x> — 5. Las
ecuaciones asociadas son x?=0, x>+ 5=0,y

-5 =0, respectivamente. La solucion de la pri-
mera ecuacion es x 0 porque la parabola
y = x?toca al eje X en el punto en que la absci-
sa es 0; la segunda no tiene solucion en los nu-
meros racionales o irracionales, pues la parabola
¥ = X% — 2x no corta en ningun punto al eje X; por
ultimo, la tercera tiene dos soluciones, ya que la
pardbola y = x> — 5 corta al eje X en dos puntos,
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cuyas abscisas son V5 y —V5, y estos valores son
las soluciones de esa ecuacion.

En la sesion 4 se analiza el comportamiento
de las graficas de funciones cuadraticas de la
formay = ax® + bx y la manera en que a esta fun-
cion se le asocia una ecuacion. Un punto impor-
tante sobre el comportamiento de estas graficas
es que cortan al eje X en el origen del plano car-
tesiano. La razon es que al factorizar la expresion
ax?> + bx e igualarla a cero se obtiene la ecua-
cion asociada x(ax + b) = 0. Se sabe que si el pro-
ducto de dos factores es cero, al menos uno de
ellos tiene que ser cero. De modo que, si el factor
X es cero, la grafica debe cortar al eje X en el ori-
gen del plano cartesiano. El otro punto en que la
grafica corta al eje X se obtiene despejando x de
la ecuacion ax + b = 0. Por ejemplo, la ecuacion
asociada a la funcion y = x? + 2x es x> + 2x = 0,
que es equivalente a x(x + 2) = 0. Aligualar a cero
el primer factor, se obtiene la primera solucion
x,= 0; y al igualar a cero el segundo factor, se
obtiene x + 2 = 0, por lo tanto, la segunda solu-
cion es x, = —2. Esto significa que la grafica de la
funcion corta al eje X en dos puntos cuyas abs-
cisasson Oy —-2.

Una manera en que puede conducir la refle-
xion y la realizacion de la actividad 3 en el gru-
po consiste en presentar la tabla como ahora se
indica. De esta manera, los alumnos asociaran
cada grafica con la funcion correspondiente a
partir de los puntos en que ésta corta al eje X.

2. Hagan la gréfica de y = x?

— 4 en el plano cartesiano en el que ya estd dibujada la )

grafica de y = x? y describan en qué se parecen y en qué son diferentes. ‘

X -3 -2

2

25

— x2 9 L2

V 4
9

=x—4 =
y=x 5 2

a) Completen la tabla de las funciones descritas en las actividades 1y 2.

Tabla de valores de las funciones y = x* yy = x*— 4

5
0 1 5 3
0 1 25 9
4
9
_ = 5
4 -3 1
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Funcion Fu‘ncio'n Ecua;io’n
equivalente asociada
y = x> - 3x y = x(x = 3) xx-3) =0 x, =0, x=3
y=2¢+x y = x(2x+1) x(2x+1) =0 x, =0, X=-=
y = x>+ 2x y = x(x+2) xx+2) =0 x,=0 x=-2
y =x>-2x y = x(x=2) xx=-2) =0 x,=0, x,=2

Pautas para la evaluacién

Con el fin de verificar en qué medida se logra

la intencion didactica que aparece en la fi-

cha descriptiva, es necesario hacer un registro

para cerciorarse de que los alumnos realizan o

siguiente:

¢ Distinguen claramente entre una funcionyuna
ecuacion.

* Reconocen el significado de las literales invo-
lucradas en una ecuacion y en una funcion.

¢ Resuelven algebraicamente ecuaciones cua-
draticas incompletas.

¢ Representangraficamente situaciones queim-
plican funciones lineales y cuadraticas.

» |dentifican las soluciones de ecuaciones cua-
draticas a partir de la representacion grafica
de la funcion de la que se obtienen.

¢ Diferencianlasolucion delaecuaciondelaso-
lucion del problema.

¢Coémo apoyar?

Proponga, si es necesario, situaciones proble-

maticas adicionales que impliquen la represen-

tacion algebraica de funciones cuadraticas. Por

ejemplo: “Traza la grafica de la funcion
y=x2+2x-15"

¢En qué puntos corta la grafica de esta fun-

cion al eje X?

¢Como identificas las soluciones de la ecua-

cion asociada a esa funcion en la grafica co-

rrespondiente?

a)

b)

¢Como extender?

Si observa que los alumnos resuelven con faci-
lidad algun problema, pidales que ellos inventen
uno nuevo para que todo el grupo lo resuelva.

Si los alumnos no tienen dificultades para
realizar la actividad 2 de la sesion 3, que consis-
te en hacer la graficadey = x> — 4 en el plano
cartesiano en el que ya esta dibujada la grafica
de y = x? pida entonces que elaboren las gra-
ficas de las funciones y = x> + 4, y = x>- 2y
y = x? + 2, para que describan lo que ocurre
tanto en las graficas de las funciones como en
los puntos donde cortan al eje X en cada caso.

Andlisisgraficode y=x*y y =x+¢

muestra es la representacion gréfica de la funcion y = x2.
y=x
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1. Trabajen en equipo. Contesten las preguntas que se les plantean. La parabola que se
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Poligonos semejantes 2

(LT, Vol. 11, pags. 60-69)

Tiempo de realizacion

5 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema

Figuras y cuerpos geomeétricos

Aprendizaje esperado

Construye poligonos semejantes. Determina y usa criterios de semejanza de
triangulos.

Intencion didactica

Que los alumnos analicen y comparen los triangulos para construir los criterios de
semejanza.

Audiovisuales

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

e Lados y dngulos correspondientes
o Criterios de semejanza

o Criterios de semejanza

) Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

e Acerca de los criterios de semejanza
* Aspectos didacticos de la ensefianza de los poligonos semejantes

¢Qué busco?

Que los alumnos:

Sesion 1. Construyan triangulos semejantes
dada una razon de semejanza. Ademas, iden-
tifiquen los lados y angulos correspondientes
para determinar la razon de semejanza entre
dos o mas triangulos.

Sesion 2. Analicen las condiciones que son
necesarias para establecer que dos triangu-
los son semejantes por el criterio angulo,
angulo (AA).

Sesion 3. Analicen y comparen triangulos
para determinar el criterio de semejanza lado,
lado, lado (LLL).

Sesion 4. Identifiquen las caracteristicas que
tienen en comun los triangulos para determi-
nar su semejanza por el criterio lado, angulo,
lado (LAL).

Sesion 5. Resuelvan problemas que implican
la aplicacion de alguno de los criterios de se-
mejanza de triangulos y la nocion de razon
de semejanza.

Acerca de...

La semejanza de triangulos permite usar conoci-
mientos estudiados en grados anteriores acerca de
la proporcionalidad y el concepto de constante de
proporcionalidad que les ayudara a comprender la
razon de semejanza, asi como a valorar la precision
y destreza al medir y trazar figuras geomeétricas.
También favorece la formulacion de conjeturas y
argumentos, asi como el uso de procedimientos
novedosos. Por otro lado, la determinacion y el
estudio de los criterios de semejanza brindaran a
los alumnos herramientas poderosas para resolver
problemas de medicion y justificar sus resultados.
Esta secuencia se vincula directamente con la
secuencia 16, “Razones trigonomeétricas 2", y con la
secuencia 17, “Teorema de Pitagoras 2", y se apoya
en lo aprendido en la secuencia 6, "Poligonos se-
mejantes 1", del bloque 1. Otras herramientas que
les dan mas elementos para argumentar y justificar
alguno de los criterios de semejanza son los crite-
rios de existencia y unicidad en la construccion de
tridngulos, y que la suma de las medidas de
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los angulos internos de un triangulo siempre
es 180°.

Sobre las ideas de los alumnos

Entre las ideas y los problemas que los alum-
nos tienen con el estudio de la semejanza es
que no la identifican cuando la medida de los la-
dos de una figura no es multiplo de la otra, o
bien, porque en lugar de usar una relacion de
tipo multiplicativo se utiliza una de tipo aditivo.

Otra dificultad radica en formular y comunicar
argumentos basados en los conocimientos ma-
tematicos que ya tienen. Algunos alumnos utili-
zan como justificacion decir que dos triangulos
son semejantes porque asi lo parecen. En caso
de identificar esta situacion u otra similar, debe
apoyarlos para que apliquen la definicion de lo
que estudiaron acerca de dos poligonos seme-
jantes —lo son cuando sus lados correspon-
dientes son proporcionales y sus angulos co-
rrespondientes son iguales—, y aprovechar para
vincularlo a lo que saben de proporcionalidad.

¢ Qué material se necesita?

Para apoyar a los alumnos en la comprension
de algunos problemas en las actividades de esta
secuencia, se pueden usar pliegos de papel bond
cuadriculado. También es necesario contar con
un juego de geometria y tijeras. Prevea varios jue-
gos de tangram para hacer algunas actividades
que se sugieren en la seccion “Como extender”.

@y
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¢Coémo guio el proceso?

Lea y comente con los alumnos la seccion “Para
empezar’. Ponga atencion a las nociones que
tienen de la semejanza de poligonos y la ra-
zoén de semejanza (o escala). Analicen la imagen
para identificar primero los triangulos que la
conforman, luego exploren y conjeturen cuales
son semejantes (o congruentes), y al final justifi-
quen por qué lo afirman. Esto le permitira detec-
tar nociones que los alumnos no tengan claras
sobre la semejanza de poligonos, las propieda-
des de los tridangulos o la formalidad con que los
alumnos justifican sus conjeturas. No olvide vol-
ver a esta imagen al finalizar la secuencia, para
que los alumnos contrasten lo que sabian con
lo que lograron aprender.

En el desarrollo de la secuencia se proponen
actividades para que los alumnos tracen trian-
gulos y exploren y comparen sus elementos, ca-
racteristicas y propiedades, ya sea como conse-
cuencia de la informacion que se proporciona o
porqgue ellos encuentren nuevos elementos, ca-
racteristicas y propiedades que tengan en comun
los triangulos semejantes, a fin de determinar y
usar los tres criterios de semejanza. Ademas, de-
ben saber usar la razon de semejanza para cons-
truir o comparar los triangulos. Considere que la
razon de semejanza sera el elemento principal
para verificar si dos triangulos son semejantes o
no, mientras no se establezcan los criterios de
semejanza.

En la actividad 1 de la sesion 1, observe si los
alumnos usan como unidad de medida uno de
los cuadritos de la reticula y si también lo usan
para trazar las figuras. Es importante que que-
de clara la nocion de razon de semejanza. Si lo
considera necesario, después de que las parejas
discutan y hagan sus primeros intentos, propon-
ga una discusion plenaria o con los equipos que
tengan problemas para comprender que la ra-
zon de semejanza 3 a 1 con respecto a otro es
equivalente a decir que los lados de la segun-
da figura miden el triple que los de la primera; o
bien, que estd en escala 3 a 1. Asimismo, discu-
tan qué significa que la razon de semejanza sea
% o la mitad. Puede responder algunas preguntas
de la actividad 2 junto con el grupo y luego pedir
que regresen al trabajo en parejas.
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En la actividad 3 los alumnos no tienen que
medir lados ni angulos; se trata de comparar los
triangulos y establecer la relacion de correspon-
dencia entre los lados y angulos. Las tablas se
pueden, y deben, llenar con la informacion que
tienen los triangulos, pues todas las medidas de
los lados estan indicadas en la imagen. Para el
caso de los angulos, los datos necesarios apare-
cen en elinciso b). Aqui sélo usaran las razones
de semejanza e identificaran las parejas de lados
y angulos correspondientes. Para el inciso c) pro-
picie una lluvia de ideas acerca de la interpretacion
de los valores de las razones obtenidas, asi como de
por qué algunas son reciprocas o inversasy por
qué otras soniguales a 1; para esto es necesario
expresar las razones en su minima expresion,
como se muestra en la tabla adjunta.

Para obtener el criterio de semejanza AA en
las actividades 1, 2 y 3 de la sesion 2, se pre-
tende que, al trazar los triangulos, ya sean los
rectangulos isosceles de la actividad 1 o los es-
calenos de la actividad 2 con las mismas me-
didas de los angulos correspondientes y sin
importar la medida de los lados homodlogos
correspondientes, se obtengan triangulos se-
mejantes. Es importante considerar que debi-
do a los trazos (grosor de la punta del compas
o lapiz) y a la imprecision de los instrumen-
tos de medicion, puede haber diferencias en
las medidas obtenidas y que, al comparar, no
se consigan valores exactamente iguales. Si lo
considera conveniente, puede hacer una re-
flexion con los alumnos acerca de como se
toman previsiones en otras situaciones (in-

dustria, tecnologia, construccion), dados los
posibles errores en las mediciones. A fin de
obtener mayor informacién consulte: https://
www.uaeh.edu.mx/scige/boletin/prepa3/n7/
m4.html

Considere los margenes de error cuando
los alumnos den sus respuestas. Al final de la
actividad 3 es necesario recapitular para que
recuerden que fue suficiente que la medida de
los angulos fuese igual para trazar triangulos
semejantes. Compare este resultado con lo
que sabian de los poligonos (caso del rectan-
gulo y el cuadrado).

La tabla de la actividad 3d) es también una
oportunidad para comparar las razones de se-
mejanza entre dos tridangulos (la razon vista del
primero respecto al segundo, y del segundo
respecto al primero), con lo que veran también
que las razones son inversas O reciprocas.

Si no surge como parte de la argumenta-
cion de los alumnos la propiedad de la suma
de los angulos interiores de un triangulo
(180°), es conveniente que usted les ayude
a recordarlo, ya sea al final de la sesion, o
bien, en la actividad 5.

En la sesion 3 los alumnos deberdn con-
cluir que si dos tridngulos tienen los lados
correspondientes proporcionales, entonces
los angulos correspondientes son iguales.
Recuerde a los alumnos que esto no suce-
dia con los poligonos de mas de 3 lados, por
ejemplo en la sesion 4 de la secuencia 6,
con el caso del cuadrado y un rombo con
angulos no rectos.
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La actividad 3 contiene una hipotesis acerca de
solo considerar la medida de dos de los lados
para determinar si los triangulos son semejan-
tes. Los alumnos tienen que responder si estan o
no de acuerdo con la afirmacion. Es importante
que les recuerde que no se trata solo de aven-
turar una respuesta afirmativa o negativa, sino
de pensar en los argumentos que respaldan la
respuesta. Seria conveniente que antes de seguir
con la actividad 4, les propusiera hacer un intercam-
bio de ideas acerca de esa hipotesis. Ademas, en
el desarrollo de la actividad 4 puede ver con sus
alumnos la relevancia de los contraejemplos en
las matematicas para desechar ciertas conjeturas.
Esto es, si se muestra un caso en que la afirma-
cion no se cumple, entonces no es verdadera la
conjetura y tampoco se puede generalizar. En
la sesion 4 se analiza el tercer criterio de seme-
janza (LAL), donde el énfasis esta en la necesidad
de dar la medida del angulo formado por dos la-
dos para saber si se cumple o no la semejanza
entre triangulos. Es probable que algun alumno
desde la sesion 3 se haya percatado de esto; si
asi fue, es conveniente recuperarlo para validarlo
con las actividades propuestas en esta sesion. El
envio de mensajes de la actividad 3 es una bue-
na oportunidad para identificar la informacion

necesaria y relevante para reconocer la condi-
cion que permite obtener triangulos semejan-
tes. En la actividad 4 se propone una puesta en
comun para formalizar el criterio lado, angulo,
lado (LAL). En esta sesion puede recordar los cri-
terios de unicidad en la construccion de triangu-
los y asociarlo a este resultado. Si tienen solo la
pareja de lados, aunque sean proporcionales a
los de otro triangulo, se pueden construir muchos
triangulos con diferentes medidas de angulos'y, por
lo tanto, no seran semejantes al original.

Las actividades de la sesion 5 permiten que los
alumnos pongan en practica lo aprendido y uti-
licen alguno de los criterios de semejanza para
justificar sus afirmaciones o resultados.

Pautas para la evaluacionformativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se
logra la intencion didactica de esta secuen-
cia, observe si los alumnos:

e Distinguen claramente cuales son los lados y
angulos correspondientes entre dos triangu-
los dados.

e Calculan la razon de semejanza entre los
lados de dos tridngulos semejantes.
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¢ Comprenden y utilizan el criterio de seme-
janza AA'y entienden por qué no es necesario
recurrir al tercer angulo para determinar que
dos triangulos son semejantes.

¢ Comprenden y utilizan el criterio de seme-
janza LLL y entienden por qué es suficiente
que se dé esta condicion para determinar que
dos triangulos son semejantes.

¢ Formalizan el criterio de semejanza LAL y
son capaces de explicar por qué esta infor-
macion es suficiente para sefalar que dos
tridngulos son semejantes.

¢Coémo apoyar?

Si observa que en la actividad 3 de la sesion 1 los
alumnos tienen dificultades para determinar los la-
dos y angulos correspondientes entre dos trian-
gulos, pida que los calquen o copien y recorten
para sobreponerlos y poder identificarlos. Esto
puede sugerirlo también en la actividad 2 de la
sesion 5.

También pida que entre los equipos o las pare-
jas comparen sus triangulos y obtengan las razo-
nes de semejanza.

En el caso de errores en la medicion, puede
recordar a sus alumnos que, en primer grado, en
la secuencia 36 de medidas de tendencia cen-
tral, estudiaron el caso del peso de un producto
enlatado del que se registraban las variaciones
al pesarlo para establecer el margen de acep-
tacion de un error. De este modo, sensibiliza a
los alumnos acerca de que las matematicas las
construyen los seres humanos y no son algo es-
tatico y establecido rigidamente.

¢Coémo extender?

Pregunte a sus alumnos si se puede afirmar que dos
triangulos son semejantes si tienen un lado y un an-
gulo correspondiente iguales. Solicite que justifiquen
sus respuestas y den argumentos o contragjemplos.
Una actividad que puede proponer implica
usar el tangram compuesto de 7 figuras (5 trian-
gulos, 1 cuadrado y 1 romboide). Si no cuenta
con el recurso en la escuela, se pueden imprimir
varios juegos desde la siguiente direccion elec-
tronica: https://www.edufichas.com/wp-content/
uploads/2019/03/tangram-imprimir-PDF.pdf
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Se pueden llevar a cabo varias actividades re-
lacionadas con la semejanza de poligonos y, en
particular, con la de triangulos. Por ejemplo, pedir
a los alumnos que justifiguen por qué los cinco
triangulos son semejantes entre siy que determinen
en qué basan su afirmacion. También puede solici-
tar que encuentren la razon de semejanza de uno
de los triangulos de menor area respecto al resto.
Después organice un concurso entre equipos. Pue-
de hacerse por etapas: primero muestre uno de
los triangulos del tangram y pida que encuentren
un triangulo semejante entre las piezas restantes;
luego pida que formen otro triangulo semejante
con dos piezas, con tres y después con cuatro.
Puede dar un punto a cada equipo que lo logre en
un tiempo dado. Al final, pida que construyan un
triangulo semejante con todas las piezas. Si tiene
poco tiempo, reduzca el juego y establezca que
gana el equipo que construya el triangulo seme-
jante con el mayor numero de piezas y justifique
por qué es semejante al que se indico. Pregunte:
“iSera posible construir triangulos semejantes al
original con cinco y seis piezas?”. Si nadie logra
hacer el triangulo con siete piezas, muéstreles al
final la solucion.

Si cuenta con los recursos adecuados, lleve a
cabo con los alumnos las actividades sugeridas
en los sitios de internet relacionadas con estos
contenidos.
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(LT, Vol. 11, pags. 70-77)

Tiempo de realizacion 5 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema

Figuras y cuerpos geométricos

Aprendizaje esperado

Resuelve problemas utilizando las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

Intencion didactica
triangulos rectangulos.

Que los alumnos construyan los conceptos de seno, coseno y tangente de un
angulo y calculen el valor de estas razones a partir de las medidas de los lados de

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

» A veces Pitagoras no es suficiente

o Cdlculo de razones trigonomeétricas a partir de triangulos rectangulos

Materiales de apoyo Recurso audiovisual

para el maestro

e Aspectos didacticos de la ensefianza de la trigonometria

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Analicen los valores de las razones
que se dan entre los lados de un tridngulo rec-
tangulo y los comparen con los valores co-
rrespondientes de otros triangulos rectangulos
semejantes.

e Sesion 2. Identifiguen los elementos que
conforman un tridangulo rectangulo para es-
tablecer las razones entre sus lados, compa-
ren estos cocientes con los de otros trian-
gulos semejantes e identifiquen los valores
constantes.

e Sesion 3. Establezcan y calculen las razones
seno, coseno y tangente de un angulo agudo a
partir de las medidas de los lados de un trian-
gulo rectangulo.

e Sesion 4. Analicen que el valor de las razones
seno, coseno y tangente depende de las me-
didas del angulo al que se refieren y no de la
medida de los lados que lo forman.

e Sesion 5. Calculen el valor de las razones
seno, coseno y tangente de algunos angulos
e inicien la resolucion de problemas que im-
plican el uso de razones trigonométricas.

Acerca de...

Si bien los alumnos iniciaron el estudio de la
trigonometria en la secuencia 7, "Razones tri-
gonomeétricas 1", del bloque 1, es importante
recordar que en aquella secuencia conocie-
ron situaciones que se modelan con un trian-
gulo rectangulo y que los angulos agudos re-
presentaban la inclinaciéon de una escalera o
la elevacion de un tanque y las resolvieron de
manera informal, sin establecer formalmente
las razones trigonomeétricas: seno, coseno y
tangente.

En esta secuencia los alumnos formalizaran
los nombres y las definiciones de esas razones.
Para conseqguirlo, se proponen actividades en
las que exploran algunas nociones importantes,
como los valores constantes de algunos co-
cientes debido a la relacion de semejanza que
hay entre las figuras, aunque los valores de las
medidas de los lados que forman los angulos o
triangulos involucrados cambien. Para que ob-
tengan esta nocion, en la sesion 1 se inicia el
estudio con un contexto real basado en el an-
gulo de inclinacion que debe tener una escalera
al recargarse en una pared.
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A partir de la sesion 2 se hace la abstraccion
de esto para trabajar en contextos puramen-
te matematicos (triangulos rectangulos). Este
transito entre lo concreto y lo abstracto se rea-
lizar gracias a los conocimientos adquiridos en
las secuencias 6 y 15 sobre poligonos semejan-
tes, donde determinaron la razon de semejanza
entre triangulos.

La nocion de que el valor de las razones trigo-
nomeétricas depende del valor del angulo y no de
las medidas de los lados del triangulo donde se
ubica es muy importante para establecer gene-
ralizaciones. Por ejemplo, el valor del coseno
de 45° siempre sera 0.7071, aproximadamen-
te, sin importar la longitud de los lados que lo
forman.

En las sesiones 4 y 5 se estudia esto con el fin
de que lo comprendan y aprendan.

Sobre las ideas de los alumnos

Como ya se dijo, es comun que los alumnos con-
sideren que los valores de las tres razones trigo-
nomeétricas que aqui se estudian (seno, coseno
y tangente) dependen de las medidas de los la-
dos del triangulo, y que en un triangulo seme-
jante a otro, pero con lados de longitudes ma-
yores, encontraran valores mayores para las
razones trigonométricas; por ejemplo, pue-
den creer que el valor del seno del angulo
marcado en el triangulo 1 es menor que el del
seno del angulo marcado en el triangulo 2.

Triangulo 1 Triangulo 2
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Es importante que los alumnos desechen esta
idea. Para lograrlo ayudaran las actividades que
realicen en esta secuencia y el concepto de se-
mejanza de triangulos.

¢Coémo guio el proceso?

La sesion 1 vincula la presente secuencia con lo
aprendido en la 7, "Razones trigonomeétricas 1".
Se trata de considerar un contexto real y mo-
delarlo con un objeto geométrico: un triangulo
rectangulo.

Para la actividad 1 de la sesion 1, los alumnos
tendran que argumentar si los triangulos son
semejantes. Se espera que usen argumentos
geometricos. Si un alumno menciona que son
semejantes “porque se ve’, es importante que lo
invite a dar argumentos basados en propiedades
geomeétricas y, de ser necesario, que consulte los
criterios de semejanza que estudiaron en la se-
cuencia 15. En este caso, un argumento valido

s: “Los triangulos son semejantes porque tie-
nen dos lados correspondientes proporcionales
y el angulo comprendido entre ellos es igual”;
otro argumento geométrico es: “Al ser triangulos
rectangulos con un angulo agudo igual, se de-
duce que el otro angulo mide lo mismo en am-
bos triangulos y, por lo tanto, son semejantes”.
Para encontrar los valores de las longitudes que
no se conocen, los alumnos deben calcular la
razon de semejanza que debiera existir entre el
triangulo A y los demas tridngulos, para lo cual
ayuda referirse al contexto que estan modelan-
do esos triangulos.

Por ejemplo, para encontrar la medida de la
altura que alcanza la escalera D en la pared al
quedar las zancas a una distancia de 1.96 m, se
plantea la razon de semejanza que hay con la co-
rrespondiente distancia a la que se encuentran la
escalera A de la pared, 1.12 m, y se obtiene:

196 x
112 166
175=_"_

166

x=175%x1.66=2.905m
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Una vez calculada la razon de semejan-
za que hay entre los triangulos A 'y D (1.75), es
posible obtener la medida de la longitud de la
escalera D, 3.5 m (porque 126_X de donde
x=175%x2=35m) L2

Y de manera similar se obtienen las medidas
de las otras longitudes.

La parte medular de la sesion se encuentra en
los cocientes que los alumnos anotaran en la ta-
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bla. Calcularan el seno, coseno y tangente del
angulo de 56° aunque aun no se introducen sus
nombres. En la puesta en comun enfatice que los
cocientes que calcularon son constantes porque
siempre se tienen los mismos valores, a pesar de
que se calculan en triangulos con diferentes me-
didas. Esta idea se reforzara continuamente y se
formalizara en la sesion 4. Vea la siguiente tabla
donde se aprecia lo sefialado.

Situacion
A B C D
Longitud de la escalera (en m) 2 2.5 3 3.5
Distancia de la escalera a la pared (en m) 112 14 168 1.96
Altura que alcanza la escalera en la pared (en m) 1.66 2.075 249 2.905
Angulo que la escalera forma con el piso 56° 56° 56° 56°
_ altura que alcanza en la pared 166 _ 0.83 2.075 _ 0.83 249 _ 0.83 2905 _ 083
' longitud de la escalera 2 2.5 3 35
C,- distancia de la escalera a la pared 112 _ 056 14 0.56 168 _ 0.56 196 _ 0.56
longitud de la escalera 2 25 3 3.5
lt L L d
- .a ura'que alcanza en la pare 166 _ 14821 2.075 _ 14821 249 _ 14821 2905 _ 14821
distancia de la escalera a la pared 112 14 1.68 1.96

En la secuencia 8, “Teorema de Pitagoras 1°,
los alumnos aprendieron que los lados que for-
man el angulo recto en un tridngulo rectangu-
lo reciben el nombre de catetos; en esta sesion
aprenderan a identificarlos como el cateto adya-
cente y el cateto opuesto a un angulo no recto
del triangulo rectangulo.

ca
Cco

ca
Cco

Permita que sean los alumnos quienes cons-
truyan la definicion a partir de observar y ana-
lizar los catetos en relacion con los angulos
marcados, de donde se espera que observen
que el cateto adyacente a un angulo es el que,
junto con la hipotenusa, forma parte del angulo
agudo, mientras que el cateto opuesto es aquel
que no forma parte del angulo. Saber identifi-
car el cateto opuesto y el adyacente a un an-
gulo es esencial para el trabajo con razones
trigonomeétricas.

En la actividad 4 se pide a los alumnos com-
pletar la tabla, parte medular de la sesion 2, ya
que se usan las definiciones de las razones tri-
gonomeétricas:
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cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto

hipotenusa hipotenusa  cateto adyacente

No es necesario que mencione como se lla-
man esos cocientes, esto se hara en la siguien-
te sesion. La idea es que los calculen a partir
de tomar las medidas necesarias. Es muy pro-
bable que, cuando haga la puesta en comun,
algunos de estos cocientes no sean exacta-
mente iguales. Puede deberse a la imprecision
en las medidas; comente con ellos la dificultad
de tomar medidas exactas, pues es un tema de
gran valor formativo. Independientemente de que
las diferencias sean significativas o no, invitelos
a que analicen si se debieron a errores al hacer
los calculos o al elegir los valores de los catetos
opuestos o adyacentes. En la siguiente tabla se
presentan los resultados que pudieran obtener
los alumnos.

A 3 4 5 2 % %
B [ 15 | 2 | 25 % 22_5 %
c |225] 3 4 % % %
D 0.8 1 | 128 % % O_ig
E | 375 | 5 | 625 g—gg = %

Puesto que en la secuencia "Razones trigo-
nomeétricas 1" y en las sesiones 1y 2 de la pre-
sente secuencia se han introducido las nociones
sobre razones trigonométricas, se justifica que la
sesion 3 se inicie con la definicion formal de las
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razones trigonomeétricas: seno, coseno y tan-
gente de un angulo.

Los alumnos se han acercado al concepto y
ahora se formaliza la definicion, esto es, el nom-
bre que reciben los cocientes que han obtenido
y la manera en que se simbolizan.

Es probable que en la actividad 3 los alumnos
piensen que la hipotenusa mide 5 cm dado que

cateto opuesto

seno M = —
hipotenusa

y el sen M :%

Es importante que les haga notar que el seg-
mento NP mide 6 cm, y que es el cateto opuesto
del angulo M. Se espera, entonces, que reconoz-
can que la hipotenusa tiene que medir 10 cm y
que el sen M =2, es equivalente a sen M= =2, una
vez que se reduce la fraccion. Si lo considera
conveniente, pregunte como calcularian la me-
dida del segmento MP.

En la sesion 4, los alumnos contintan usando
las razones trigonomeétricas y reafirman varias
ideas importantes. Una de ellas es que, cuando
se hacen mediciones, pueden surgir diferencias
debidas a la imprecision de los instrumentos
(como se comentd en la secuencia 15); la otra
es que el valor de las razones depende de la me-
dida del angulo y no del tamafio del triangulo
al que pertenece el angulo. Permita que sean los
alumnos quienes midan y hagan los calculos ne-
cesarios, incluso si cometen errores al medir o al
calcular, ya que al hacerlo obtienen un mayor valor
formativo que si se les dan directamente las medi-
das. En la actividad 3, invitelos a que argumenten
usando hechos geométricos, por ejemplo: “Todos
los triangulos rectangulos que tienen un angulo
agudo correspondiente igual son semejantes, vy al
ser semejantes, tienen sus lados pro(?oraonales
por lo que los valores de las razones T o son
los mismos para cualquiera de esos triangulos”.

Con las actividades realizadas en la secuencia,
los alumnos estan preparados para construir tablas
de valores de las razones seno, coseno y tan-
gente de un angulo. Esto lo haran en la sesion
5 para los angulos de 10°, 20°, 30°, 45° y 50°. Es
importante que elaboren esta tabla porque les
permitira comprender de donde surgen los va-
lores de las razones para los diferentes angulos
cuando consultan una tabla de razones trigo-
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nometricas o cuando usan la calculadora para
indagar algun valor en particular.

La actividad 2 corresponde a la resolucion de
una situacion que implica determinar la medida
del cateto opuesto en un triangulo rectangulo; es
importante que les proporcione tiempo suficiente
para que discutan y averiguen como calcular el
cateto opuesto al angulo de 70° y la hipotenusa.
Se espera que los alumnos noten que para calcu-
lar uno de los valores requieren de alguna razon
trigonométrica, ya que para usar el teorema de
Pitdgoras necesitan las medidas de dos lados v,
en este caso, solo tienen la medida de un lado y
un angulo. No obstante, una vez que hayan cal-
culado ya sea el cateto opuesto o la hipotenusa,
tendran oportunidad de decidir si usan otra razon
trigonomeétrica o el teorema de Pitagoras. Sien la
puesta en comun solo surge uno de los dos pro-
cedimientos, usted puede motivarlos preguntan-
doles si habra otra manera de hacerlo.

Pautas para la evaluacionformativa

Observe si los alumnos:

» |dentifican correctamente la hipotenusa, el ca-
teto opuesto y el cateto adyacente al angulo
agudo indicados en un triangulo rectangulo.

o Calculan correctamente los valores de los co-

. coO ca CO
cientes: —, ., .

"h'ca
. Reconocgn gstos cocientes con los nombres
de seno, coseno y tangente de un angulo,
respectivamente.
e Reconocen que el valor de las razones trigo-
nomeéetricas depende de la medida del angulo.
e Calculan el valor del seno, el coseno y la tan-
gente de un angulo agudo a partir de las me-

didas de los lados de un triangulo rectangulo.
¢Cémo apoyar?

Es muy probable que los alumnos tengan pro-
blemas para dar los argumentos geométricos
necesarios en esta secuencia porque no tienen
afianzados los conocimientos sobre semejanza
de triangulos. De ser necesario, pida que revi-
sen las secuencias donde estudiaron los crite-
rios de semejanza de tridangulos, en particular la
secuencia 15.

Si observa que los alumnos tienen dificulta-
des para contestar la actividad 2 de la sesion 3,
sugiérales que identifiquen los elementos de cada
triangulo rectangulo, como lo hicieron en la acti-
vidad 3 de la sesion 2, y luego planteen las razo-
nes para obtener las medidas que se requieren.
Por ejemplo:

R
h

co

S ca T
serlszﬂzgzE
h RS O
ca ST O
0SS=—=—=—
h SR O
tc:uflszﬂzﬂzE
ca ST O

¢Coémo extender?

Puede pedir que calculen las razones trigonométri-
cas de angulos diversos, por ejemplo, de 34°, 62°,
73°, 85°, etc., luego de que tracen, en su cuaderno,
cualquier triangulo rectangulo que tenga el an-
gulo de la medida elegida. Indique que tomen las
medidas de los catetos y la hipotenusa para que
luego calculen el seno, el coseno y la tangente
del angulo. Después pueden comprobar usando
en la calculadora las teclas de las razones trigo-
nomeétricas, y si llegaron a un resultado diferente,
analicen a qué se debio.

También puede solicitar que calculen los valores
de las razones trigonométricas para los angulos
que no han sido indicados en las actividades de
las sesiones, por ejemplo, el caso de los angulos
B, E y R de los triangulos de la actividad 2 de la
sesion 3.




Teorema de Pitagoras 2

(LT, Vol. 11, pags. 78-85)

Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema Medida

Aprendizaje esperado

Formula, justifica y usa el teorema de Pitagoras.

Intencion didactica

Que los alumnos apliquen el teorema de Pitagoras en la resolucion de problemas
con contextos reales o puramente matematicos.

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

» Aplicaciones del teorema de Pitagoras

e Uso del teorema de Pitdagoras en las figuras geométricas

. Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

e Usos y aplicaciones del teorema de Pitagoras
e Aspectos didacticos del teorema de Pitagoras

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Apliquen el teorema de Pitagoras en la
resolucion de problemas en un contexto real.

¢ Sesion 2. Usen el teorema de Pitagoras para
calcular perimetros de figuras geomeétricas.

» Sesion 3. Utilicen el teorema de Pitagoras en el
calculo de areas de figuras geométricas.

e Sesion 4. Resuelvan problemas que implican
aplicar el teorema de Pitagoras.

Acerca de...

En la secuencia 8, “Teorema de Pitagoras 1", los
alumnos exploraron vy justificaron de diferen-
tes maneras el teorema de Pitagoras. En esta
secuencia tendran la oportunidad de conocer
diversas aplicaciones de este teorema, tanto en

contextos reales como en situaciones puramen-
te geométricas y de medicion de perimetros y
areas de poligonos.

Para resolver estos problemas, necesitaran re-
cordar que el perimetro es la medida del con-
torno de una figura y que se calcula sumando la
medida de todos sus lados. También habra que
repasar que el area de una figura es la medida
de su superficie y que, dependiendo de la figura,
se requieren diversos datos: lados, altura, base,
base mayor, base menor, diagonal mayor, diago-
nal menor o apotema. Deben recordar, ademas,
que para obtener estos datos cuando no se cono-
cen explicitamente, hay que recurrir a las propie-
dades geomeétricas de las figuras, en particular las
de los poligonos que han estudiado tanto en este
grado como en los grados anteriores, por ejem-
plo, el método de triangulacion para obtener el
area de un poligono o de una figura irregular.
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En el desarrollo de las actividades de esta se-
cuencia, los alumnos se enfrentaran constante-
mente al calculo de las raices cuadradas, en al-
gunos casos exactas y en otras no. Las raices que
No son exactas son numeros irracionales, es decir,
son numeros que tienen una parte decimal infini-
ta y no periodica, por lo que en ocasiones con-
viene mantenerlos expresados como raiz, entre
otras razones, porque da cuenta de donde surge
el valor, porque es mas preciso y reduce el error
de calculo. Para realizar los calculos necesarios,
solicite que utilicen solo dos decimales, lo cual
les permitira sumarlos (por ejemplo, para el calculo
de perimetros). No olvide siempre mencionar que
en estos casos el resultado que encuentran es
aproximado. Si quisieran que el resultado fuera
exacto, tendrian que dejar las raices indicadas.
Por ejemplo, el valor de un perimetro podria ser
pP=7+V5.

Esto es valido aunque los alumnos no estén
familiarizados con este tipo de expresiones, pero
representan una oportunidad para que le den
significado a este tipo de numeros y no se limi-
ten a dar por correcto o incorrecto un resultado.

Sobre las ideas de los alumnos

No obstante que los alumnos estudian el perimetro
y el area desde su educacion primaria, es probable
que aun en tercer grado de secundaria algunos no
tengan claros estos conceptos ni las unidades de
medida con las que se expresa cada una de estas
magnitudes, ya que un error comun es expresar el
area en unidades lineales o el perimetro en unida-
des cuadradas, por lo que es importante que pres-
te especial atencion a estos detalles.

¢Coémo guio el proceso?

Se sugiere que antes de que indique a los alum-
nos que abran su libro, plantee el problema de la
seccion “"Para empezar”. Permita que por equipos
discutan y lo resuelvan. Luego haga una puesta
en comun para comparar las respuestas y los pro-
cedimientos de los equipos.

La sugerencia de que plantee el problema an-
tes de que los alumnos abran su libro obedece a
que la secuencia lleva en el titulo "teorema de Pita-
goras”, lo que seguramente influira en que utilicen
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dicho teorema. Al evitar ver el libro, los alumnos
podran reflexionar y explorar métodos para en-
contrar la solucion.

Se espera que en la puesta en comun algunos
equipos propongan el teorema de Pitagoras para
resolver el problema; si no lo hacen, usted puede
preguntarles: “;Sera util el teorema de Pitagoras?
Si es asi, icomo podriamos usarlo?”.

Ahora podran comenzar la actividad 1 de la
sesion 1, donde tendran que reafirmar el calculo
de la hipotenusa, dadas las medidas de los ca-
tetos (como lo hicieron en el problema inicial),
obteniendo como resultados:

o Si, porque c =V(9 + 2.25) = V11.25 = 3.3541;
o Si, porque c =5 = 2.2361;

« Si, porque c =6.8 = 2.6076;

« Si, porque c =13 = 3.6055.

Aungque matematicamente es posible pasar
el espejo por la puerta en cada caso, sera im-
portante que comenten los riesgos que implica
manipular materiales fragiles al pasarlos por un
espacio tan justo.

La actividad 2 ofrece un reto diferente: calcu-
lar la medida de un cateto cuando se conocen las
medidas del otro cateto y la hipotenusa. Por
ejemplo, para el caso de la primera puerta se
representa como 52 = 352+ b2 y queda como
b =25 -12.25 =\12.75 = 3.5707.

Para la sesion 2, solicite a cada pareja que
resuelva la actividad 1, y que si bien en el libro
solo deben poner el resultado, noten que se les
pide que describan la manera en que calcularon
cada perimetro. Por ejemplo, en el caso del pen-
tagono, se puede descomponer en dos triangulos
rectangulos iguales y un rectangulo.
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En el caso del cuadrado, a partir de sus dia-
gonales (que son perpendiculares) se obtienen
cuatro triangulos rectangulos iguales (que tam-
bién son iguales a los del pentagono).

La medida de la hipotenusa de cada triangulo
rectangulo es v2? + 2?2, de donde la hipotenusa es
igual aV8 = 22 = 2.82, por lo que el perimetro del
cuadrado es4v8.

En la actividad 2 seguramente tendran dificul-
tad con los cuadrados de areas de dos unidades
cuadradas y de cinco unidades cuadradas. Lo
anterior se debe a que los alumnos tienen una
imagen estereotipada de los cuadrados, y suelen
construirlos con los lados paralelos a los bor-
des de la pagina (lados horizontales y verticales),
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mientras que en este caso tendran que cons-
truirlos con los lados inclinados.

Si nota que se les dificulta mucho resolver la
actividad, puede apoyarlos sugiriendo: “;Y si po-
nes los lados inclinados?, ;se podra?”.

Estos cuadrados miden por lado 2 y V5; re-
dondeando a dos decimales sus valores son, res-
pectivamente, 141y 2.23. Para que los alumnos
vean la diferencia entre ambas expresiones, pue-
de pedir que calculen el area del cuadrado con
la raiz indicada o con decimales y noten que, al
usar estos ultimos, se obtiene un nNumero muy
cercano a la medida del area. Por ejemplo, para
el primer cuadrado se tiene:

Area = (\/5)2: 2
Area =141 x 1.41 =1.9881

En el caso de la actividad 3, se requiere dibujar
una figura que tenga un perimetro mayor que
4 +2V17 + 25 = 16.71.

El trabajo en la sesion 3 es una buena opor-
tunidad para repasar con los alumnos lo que es
el area y como calcularla en diferentes figuras
geomeétricas. Como ya se menciono, no es ne-
cesario memorizar las formulas; por esta razon,
aparecen indicadas en la tabla.

Al llegar al triangulo, se daran cuenta de que
falta la altura; es probable que intuyan que, para
calcularla, tendran que usar el teorema de Pita-
goras, asi como para calcular la altura del trape-
cio isosceles y la del triangulo isdsceles.

En el caso del triangulo isdsceles conviene
trazar la altura correspondiente al lado de 10 cm
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y usar el teorema de Pitagoras para calcular su

medida.

12 m

10 m

N

En el caso del hexagono y el octagono re-
gular, los alumnos podran realizar diferentes
procedimientos. Por ejemplo, descomponerlos
en otras figuras cuya area sepan calcular. Dado
que se les proporciona la formula, es probable que
quieran aplicarla, y entonces tendran que calcular
la medida de la apotema. En el caso del hexago-
no, puede calcularse usando el teorema de Pi-
tagoras. Los alumnos tendran que recordar que
el hexagono puede dividirse en seis triangulos

equilateros.

10 m

apotema

10 m

El caso del octagono es diferente, ya que, para cal-
cular la medida de la apotema, deberan tener pre-
sente como obtener el angulo central (360° entre
8), sacar la mitad de éste y, con ese dato, obtener
la tangente del angulo; pueden usar calculadora.

~

apotema \

67 m 22.5

N

En la sesion 4 los alumnos resolveran problemas
diversos. Sugierales que, cuando sea necesario,
hagan un diagrama que represente el problema;
esto les permitird identificar el triangulo rectan-
gulo que tienen que considerar para encontrar la
medida que se pide. Por ejemplo, para el proble-

ma del inciso a), el diagrama sera:

12 km

N

8 km

I
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Los problemas c) y e) involucran figuras tridi-
mensionales, por lo que también se recomienda
que los alumnos representen la situacion con figu-
ras en dos dimensiones. Por ejemplo, para el pro-
blema c), el tridngulo a considerar es el siguiente:

~

138.8 m

k 115.18 m

Pautas para la evaluacién formativa

Observe si los alumnos:

Aplican el teorema de Pitagoras para calcular un
lado de un triangulo conociendo los otros dos.
Usan el teorema de Pitagoras para calcular las
medidas que requieren para obtener el peri-
metroy el area.

Utilizan el teorema de Pitagoras para represen-
tar problemas que lo implican.

¢Cémo apoyar?

Cada vez que lo considere necesario, ayude a
los alumnos a visualizar e identificar el triangulo
rectangulo que esta en juego en el problema.
Por ejemplo, en los problemas de las puertas, el
triangulo rectangulo esta formado por dos lados
de las puertas y la diagonal del rectangulo; a ve-
ces los alumnos no Lo visualizan, por lo que es
importante hacer énfasis en esto.

Para calcular la medida del lado en las figu-
ras, también es importante apoyar a los alumnos
a visualizar el o los tridangulos rectangulos. Por
ejemplo, en la siguiente figura hay que calcular la

CO
3
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hipotenusa de un triangulo cuyos catetos miden
1y 4 unidades.

También apoyelos a visualizar las relaciones y
propiedades de los triangulos rectangulos para
determinar las medidas. Por ejemplo, los dos pri-
meros triangulos rectangulos de la sesion 2 son
semejantes y su razon de semejanza es 4; al cal-
cular la hipotenusa del primer triangulo se aplica
el teorema de Pitdgoras y se obtiene V2. Enton-
ces, si se aplican los criterios de semejanza, se
puede observar que la medida de la hipotenusa
del tridangulo 2 es 4V2 = 56568y, si se determinan
las medidas de las hipotenusas de los triangulos
de manera independiente, se obtiene que la hipo-
tenusa del triangulo 2 es/32 = 5.66.Si lo considera
necesario, en la discusion grupal destaque estas
relaciones para que los alumnos visualicen de ma-
nera integral las actividades y no sélo se concen-
tren en ciertos resultados particulares o aislados.

¢Coémo extender?

Puede complejizar algunos de los problemas. Por
ejemplo, en la sesion 3 pida que construyan un
triangulo cuya area sea de 10 unidades.

En el caso del problema de la piramide de
Keops, puede pedir que calculen la medida de las
aristas de sus caras.
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Tendencia central y dispersion

de dos conjuntos de datos 1
(LT, Vol. 11, pags. 86-93)

Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico Analisis de datos

Tema Estadistica

Aprendizaje esperado

Compara la tendencia central (media, mediana, moda) y de dispersion (rango y desvia-
cion media) de dos conjuntos de datos.

Intencion didactica

Que los alumnos comparen los valores de las medidas de tendencia central y de dis-
persion de dos conjuntos de datos estadisticos para analizar situaciones que implican
tomar decisiones de manera informada.

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el
alumno

Informatico

o« Comparacion de dos conjuntos de datos estadisticos

¢ Memorama: tus derechos
(Disponible en http://somosaudiencias.ift.org.mx/ami_ninios_memorama.php)

i Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

o Aspectos didacticos del andlisis de datos
e Recursos para el estudio de la estadistica

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Revisen la manera de calcular las
medidas de tendencia central, rango y desvia-
cion media que ya conocen, asi Como su sig-
nificado e interpretacion en la situacion que
se les presenta.

¢ Sesion 2. ldentifiguen aspectosrelevantesdela
representacion grafica de los datos para com-
parar dos conjuntos de datos; generen con-
juntos de datos que satisfagan valores espe-
cificos de la mediana, la media aritmética y
el rango.

¢ Sesion 3. Agrupen datos en intervalos y com-
paren los valores de las medidas de tendencia
central, del rango y la desviacion media.

e Sesion 4. Comparen dos conjuntos de datos
estadisticos y los analicen e interpreten den-
tro de un proceso estadistico integrado.

Acerca de...

Con el proposito de apoyar a los alumnos en el
logro del aprendizaje esperado, se han disefiado
dos secuencias didacticas; la 18 es la primeray en
ella se destaca la importancia de la lectura de las
graficasy la posibilidad de obtener informacion a
partir de la representacion de los datos, asi como
elusodelas medidas estadisticas que se han estu-
diado en los tres grados de Telesecundaria. Usted,
al permitir que los alumnos respondan las pre-
guntas con los conocimientos que se han cons-
truido hasta el momento, podra valorar lo que
han logrado, asi como lo que es necesario refor-
zar o profundizar para que tengan un buen do-
minio de los conocimientos estadisticos y refle-
jen un mejor razonamiento estadistico.

En esta secuencia se propone empezar con
una discusion sobre el uso y la importancia de
la estadistica y resaltar la necesidad de centrar
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su enseflanza en actividades que involucren al
alumno en la resolucion de problemas reales,
proyectos estadisticos y analisis de datos reales.
De ahi que la mayoria de las actividades estén
vinculadas a la informacion que corresponde
a algunos de los resultados publicados en una
encuesta realizada a 24 691 jovenes de entre 12
y 29 afios de edad, en la cual la variable elegi-
daparaelestudiofueelnimerodehorasaldiaque
pasanfrentealapantalladealgundispositivo elec-
tronico, como teléfono celular, television, compu-
tadora, consola de videojuegos o tableta.

Con la realizacion de las actividades que inte-
gran las sesiones, se espera que los alumnos re-
conozcan los cuatro componentes principales de
la estadistica: plantear preguntas, recopilar datos,
analizarlos e interpretarlos, todo como un proce-
so integrado. Se espera también que los alumnos
efectuen procedimientos de calculo de medidas
y de construccion de representaciones; la esen-
cia de esto se encuentra en que los valores y las
representaciones estadisticas obtenidas puedan
significar algo para los alumnos desde la situa-
cién que se les presenta como contexto. Este es,
en cierto modo, el fundamento del razonamien-
to estadistico: producir una mejor comprension
de los datos en un contexto particular.

Por otra parte, el lenguaje es generalmente el
medio principal para comunicar nuestras ideasy,
en particular, las ideas estadisticas; también es el
medio por el cual los alumnos construyen su co-
nocimientoy el que usan para procesar sus ideas.
Sin embargo, el lenguaje en la estadistica es uno
en particular, y es importante que los alumnos
lo desarrollen, tanto en su forma escrita como
de manera oral, con el fin de expresar su avance
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en la comprension del significado de los datos
estadisticos. Asi, pedir a los alumnos que des-
criban un conjunto de datos relacionandolos
con un contexto especifico es un primer paso
en el desarrollo del lenguaje estadistico. De ahi
que se sugiera que no se limite a considerar si
una respuesta es correcta o no, solo por el valor
o resultado que se da, sino que se promueva que
los alumnos expongan sus argumentos para ob-
servar cuales son algunos de los otros factores
que consideran, como la logica y la experiencia.

Otro aspecto fundamental es que los alum-
nos comprendan que las medidas de dispersion
complementan las de posicion central para ca-
racterizar una distribucion.

En esta secuencia, los alumnos deben aprender
que los datos se pueden reorganizar y comparar
con nuevos conjuntos de datos, como los que ob-
tendran al hacer su encuesta. Este tipo de activi-
dades permite estudiar algunos de los elementos
delrazonamiento estadistico, como la transnume-
racion, que consiste en transformar la informacion
usando conocimientos basicos de aritmética para
facilitar la comprension.

Sobre las ideas de los alumnos

Se espera que los alumnos, en lo referente a cono-
cimientos y habilidades estadisticas, sean capaces
de leer, interpretar, organizar, evaluar criticamen-
te y apreciar informacion estadistica relacionada
con contextos sociales.

Tal vez muchos alumnos piensen que hacer
una grafica, calcular una media aritmética o pre-
decir una tendencia en un conjunto de datos son
actividades relativamente independientes que se

¢Se forma algun bloque de datos? ;Donde?

Grafica Grafica

Glosario
Valor atipico es el

valor de los datos

¢Hay algtin hueco o corte? ;Donde?

(9
que estd mas lejos

de los demds por ser

¢Hay valores atipicos de los datos? ¢ Cuales?

inusualmente mayor
o menor que el resto.
En inglés se dice
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outlier.
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pueden llevar a cabo para un conjunto de datos
en particular, pero es importante que haga hin-
capié en que todas estas actividades estan com-
pletamente relacionadas entre si, en especial en
la estadistica.

Se considera que la mayoria de los alumnos es
capaz de abordar la tarea de comparar conjun-
tos de datos enfocandose en datos especificos.
Una manera de hacerlo es comparar los datos
mas grandes en los dos conjuntos, y la otra es
comparar los conjuntos de datos a partir de un
dato especifico y contar el numero de datos que
son iguales o mayores que él en cada conjunto.

¢Cémo guio el proceso?

Se sugiere que en la seccion “Para empezar”
destaque la importancia de la estadistica en dife-
rentes aspectos y areas del conocimiento. Puede
tomar como base el informe de la “Encuesta de
Tendencias Juveniles 2018" o algun otro estudio
que se encuentre en el portal del INEGI.

En cuanto a la seccion “Manos a la obra”, la
primera actividad implica que los alumnos rea-
licen diferentes niveles de lectura del grafico y
completen las tareas que se les indica.

Algunos alumnos pueden tener dificultades
al dar respuesta a la pregunta del inciso e) de la
actividad 1 de la sesion 1. “;Es posible conocer
el promedio del numero de horas al dia que los
jovenes pasan al frente de la pantalla de algun
dispositivo?”. Principalmente, porque hay tres
medidas que pueden utilizarse como promedio.
Recuerde a los alumnos que, cuando se men-
ciona promedio se refiere a la media aritmética,
pero también se aplica a la mediana y a la moda
por ser medidas de tendencia central, como lo
estudiaron en primer grado. Si la respuesta es
considerar como promedio la media aritmética,
entonces serd importante revisar de qué manera
se podria obtener su valor. Por un lado, se cono-
ce el numero total de jovenes que contestaron la
pregunta de la encuestay, con los diferentes por-
centajes de respuesta que aparecen en la primera
columna de barras apiladas, se puede determi-
nar cuantos jovenes contestaron de 1 a 3 horas
al dia, de 4 a 7, etc. (esto es, 29% de 24691 mas
34% de 24691, etcétera). Luego seria necesario
calcular la marca de clase (el punto medio de
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cada intervalo: el de 1 a 3 horas al dia es 2; el de
4 a7 es 5.5, etcétera). Una vez que se han reor-
ganizado esos datos, se puede calcular el valor
de la media aritmética.

Los procedimientos para calcular las medidas
de tendencia central en datos agrupados no co-
rresponden al programa de estudio de la educa-
cion secundaria; sin embargo, los alumnos tie-
nen elementos para hacer esta reflexion a partir
de los conceptos y procedimientos estadisticos
que han estudiado, incluyendo también los de la
elaboracion de histogramas y poligonos de fre-
cuencia. Ademas, hacer esta reflexion les permi-
te desarrollar su razonamiento estadistico.

En el caso de la pregunta del inciso f), ";Quié-
nes pasan mas horas frente a una pantalla, las
mujeres o los hombres?”, la respuesta es “las mu-
jeres”, porque hay un mayor porcentaje que
contestd mas de 12 horas al dia. Y, respecto a
":En qué intervalo de edad se concentra la ma-
yoria?”, se refiere a 14% de las mujeres de 12 a 17
anos. Finalmente, en cuanto a la dispersion de
los datos, se puede considerar que es minima la
diferencia entre la variabilidad de los datos que
corresponden a las mujeres de 12 a 17 y los de
18 a 29 afos, incluso al comparar con los datos
de los hombres jovenes y revisar los porcenta-
jes que se presentan para cada intervalo de edad
y de horas al dia. Al determinar cual es el ran-
go de la variable de estudio: el numero de horas
al dia que pasan al frente de la pantalla de al-
gun dispositivo, se tiene de 0 a mas de 12 horas
al dia; es importante discutir con los alumnos
cual puede ser el numero maximo de horas al dia.
Tal vez algunos digan que 24 horas, por ser la
duracion de un dia, quiza otros sefialen que 16
horas por considerar 8 para dormir. Justamente,
de lo que se trata es de que expongan sus argu-
mentos; pueden incluir algunos por su experien-
cia y otros por la logica que tienen, lo que tam-
bién tiene un papel importante en el desarrollo
de su razonamiento estadistico.

En la actividad 2 los alumnos comparan dos
conjuntos de datos con 25 elementos cada uno.
En el inciso a) se pregunta cual de dos grupos
con igual numero de alumnos pasa mas tiem-
po al dia frente a la pantalla de algun dispositivo
electronico. Posiblemente algunos comparen
el numero maximo de horas al dia que pasan

Del

2

L

Q)

N

S

N

MR S

G
S

£



@@ nti @ i@ i@t
AR AT SO ST mQ’- Hoeth
ELH FLB BLB BB DLW Bl

Numero de horas al dia frente a la pantalla de algtn

dispositivo electrénico

. GupoA | GupoB

Numero de horas al dia

frente a la pantalla de un dispositivo electronico
en cada grupo para contestar la pregunta. En
este caso, coincide en ambos grupos que el ma-
ximo dato es 15 horas al dia. Otros alumnos, ade-
mas, pueden considerar que, en el grupo A, dos
alumnos lo indicaron, y en el B, solo uno, por lo
que su respuesta al inciso a) serad que los alum-
nos del grupo A pasan mas tiempo al dia frente a
la pantalla de algun dispositivo.

Quiza para responder al inciso a) otros alum-
nos cuenten el numero de alumnos de cada gru-
po que indicaron que pasan de 10 a 15 horas al
dia frente a una pantalla. Como se observa, en
estos casos no hay necesidad de considerar a
quienes indiguen que no pasan ninguna hora
frente a una pantalla u otros datos menores a 10
horas al dia. En un primer momento, esas res-
puestas son correctas y factibles; sin embargo,
se pretende que en el transcurso del desarrollo
de la actividad y de la secuencia, los alumnos ha-
gan un analisis mas profundo usando los valores
de las medidas de tendencia central y de variabi-
lidad (rango y desviacién media).

Puede basarse en la tabla siguiente para revi-
sar el trabajo de los alumnos.

Medida | Grupo A | Grupo B
Media 6.52 7.32
Mediana 6 6
Moda Oy5 4
Rango 15 15
Desviacion media 3.8208 42528

En la pregunta del inciso h) se espera que los
alumnos afirmen que en el grupo B hay mayor
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Numero de horas al dia

variabilidad, basandose en el valor de la desvia-
cion media, 4.25. Es posible que algunos aun no
lo comprendan o den otra respuesta.

En la actividad 3 se propone una discusion
grupal. Pida a los alumnos que piensen en las di-
ferencias que hay entre los tipos de preguntas
que se hicieron. Se espera que reconozcan que
algunas preguntas piden simplemente informa-
cion del grafico, mientras que otras requieren
de interpretaciones de los datos que se mues-
tran en él. Ademas, es un buen momento para
contrastar las respuestas de los incisos a) y b) de
la actividad 2 con las de losincisos €) a h), debido a
que el valor del promedio del numero de horas
al dia que los alumnos pasan usando la pantalla
de un dispositivo cambia, dependiendo de cual
medida de tendencia central consideren utilizar
como promedio.

En la actividad 4, cuando se les cuestiona si
consideran que los alumnos de telesecundaria
pasan demasiado tiempo frente a la pantalla de
algun dispositivo, luego de comparar el numero
de horas de los alumnos del grupo A con el de
los alumnos del grupo B, a menudo contestan
que si, utilizando como justificacion el valor de
la moda o la diferencia entre los datos maximos
para ambos grupos o en el conteo de datos
Maximos o en el conteo a partir de un dato espe-
cifico. Rara vez se basan en la diferencia entre los
valores de las medidas de tendencia central y de
dispersion que encontraron e identificaron.

Con el trabajo de analisis de las actividades 1,
2y 3 de la sesion 2, se espera que la mayoria
de los alumnos visualice mejor y comprenda el
significado de los valores de las medidas, en es-
pecial de la variabilidad de los datos a partir del
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analisis grafico de la desviacion media. La siguien-
te imagen le ayudara a resolver sus dudas con las
actividades 2 y 3:

Media
aritmética
Desviacion
media
—-4.25

Desviacién
media
+4.25

Desviacién media

012

3 415 6/ 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Numero de horas al dia

Respecto a la actividad 4 hay diferentes res-
puestas, porque siempre que se cumpla que la
suma de los ocho datos sea igual que 40, la me-
dia aritmética sera 5. En elinciso a), dos ejemplos
de conjuntos de 8 datos con valor de media arit-
meética de 5 horas al dia pueden ser: 2, 4, 8, 3, 8,
56,4y0,96,4,6,5,63,7.

En el caso del inciso b), tres conjuntos de 8
datos que cumplen los valores de media de 5
horas al dia y mediana de 4 horas al dia pueden
ser: 2,3,4,4,4,78,8,0,12,3,59,10, 10y 2,
2,3,4,4,8,8,0.

El tercer conjunto de los datos también cum-
ple con las condiciones del inciso d), ya que el
rango es 7 debido a que 9 — 2 = 7, lo que hace
que también sea una opcion de respuesta del in-
Ciso e), junto con los conjuntos 3, 4, 4, 4, 4, 4, 7,
10;2,2,3,3,5,7,9,9y2,2,2,2,6,8,9,09.

Una vez mas, es importante sefialar que cuan-
do revisen las respuestas de manera colectiva,
analice los argumentos de los alumnos para pro-
mover su razonamiento estadistico. Por ejemplo,
en el ultimo conjunto, 2, 2, 2, 2, 6, 8, 9, 9, nin-
guno de los 8 datos es igual al valor de su media
aritmética (5), ni de su mediana (al ser un con-
junto de numero par de elementos, la mediana
es igual que el promedio de los dos datos en las
posiciones centrales: (2 + 6) / 2 = 4).

Se requiere que en la discusion grupal de la
actividad 5 se analicen detenidamente las carac-
teristicas de los conjuntos de datos que encuen-
tren para que comprendan el significado de esas
medidas, ademas de comprender la variabilidad

EXH B BXB GXB &
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de los conjuntos de datos que cumplen con las
condiciones indicadas.

En la sesion 3, los alumnos deben reorganizar
los datos del grupo Ay del grupo B, consideran-
do los mismos intervalos que se encuentran en
el grafico de la "Encuesta de Tendencias Juve-
niles 2018", para hacer la comparacion entre el
total de ambos grupos y los resultados de dicha
encuesta. Las respuestas de cada tabla son:

Intervalo Grupo | Grupo Total (en

de horas A B ambos grupos)
Dela3 3 4 7
De4a7 9 7 16
De8al2 6 8 14
Mas de 12 3 4 7
Nada 4 2 6

grupos)

Media aritmética 6.92
zeex:dé” 3.8208 2528 40368
Mediana 6
Moda Oy5 4 0
Rango 15 15 15

Respecto al total, se observa que el dato con
mayor frecuencia es O horas al dia y la media
aritmética es casi 7 horas al dia, mientras que
el dato central en los tres conjuntos es 6 horas
al dia. Si se comparan estos valores con la in-
formacion que se presenta en el grafico de la
sesion 1, se observa que se mantiene el intervalo
de 4 a 7 horas al dia como el mas tipico, por
lo que es posible que utilicen esta informacion
para determinar su respuesta en el inciso b) de
la actividad 2; de este modo, los alumnos es-
tan considerando los conceptos estadisticos y
el conocimiento del contexto para sacar con-
clusiones.

Guie la organizacion de las actividades 3y 4
para que planteen las preguntas y definan a quién
le pediran contestar la encuesta.
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En la sesion 4, los alumnos reuniran, organiza-
rany analizaran los datos que recopilaron parain-
terpretarsusdistribucionesylosvaloresdelasme-
didas que encuentren en las actividades 1,2y 3,y
loscompararan con los de las sesiones anteriores.

Pida que la actividad 4 la resuelvan individual-
mente y elaboren las representaciones graficas
que consideren convenientes para visualizar los
resultados y, si hay interés, elaborar un informe.

Los valores de las medidas de tendencia central y de disper-
sion resumen la distribucién y variabilidad de un conjunto
de datos. Particularmente, Ia media aritmética nos indica
el valor central que representa la mayoria de los valores de
los dates y la desviacion media nos dice qué tan alejados o
cercanos estan los datos respecto al valor de la media arit-
mética, Sl se consideran ambos valores, comprenderemos
mejor, al comparar dos 0 mas conjuntos, cual tiene mayor
variabilidad (menos datos alrededor de la media aritméti-
ca) o menor varabilidad (mas datos alrededor de la media
aritmética), lo cual se puede apreciar con el valor de la des-
viacién media.

Media aritmética

Desviacién Desviacion
media media
" " "
: * Valor atipico
T 0 Ll I 1 I 1 T I T | Bt
35 36 37 38' 39 40 41 '42 43 44 45 46

Menor variabilidad entre los datos

Media aritmeética
Desviacion Desviacion
media media
. L]
e 4 » L] L] L] L . 8
L) T ) ) T T T T T T T >

35. 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46

Mayor variabilidad entre los datos

. O,

Pautas para la evaluacién formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se va
logrando la intencion didactica que aparece en
la ficha descriptiva, es necesario hacer un regis-
tro para cerciorarse de que los alumnos realizan
lo siguiente:

e Distinguen entre un tipo de representacion
grafica estadistica y otra.

e Reconocen el significado de las medidas de
tendencia central, de rango y desviacion me-
dia involucradas en cada situacion.

e Representan graficamente las situaciones que
implican reorganizar los datos.

e Interpretan los valores de las medidas de ten-
dencia central y de dispersion respecto al
contexto o situacion que se analiza.

¢Coémo apoyar?

Si lo considera conveniente, podria pedir que
calculen la desviacion media de los conjuntos
de datos que encuentren en la actividad 4 de la
sesion 2 para comprender de qué manera se dis-
tribuyen los datos.

¢Coémo extender?

Si lo considera necesario —y con el proposito
de consolidar y ampliar lo estudiado durante la
secuencia—, puede utilizar software libre como
CoDAP para efectuar los calculos y las graficas.
Es valido el uso de calculadoras para realizar los
calculos de las medidas de tendencia central y
de desviacion media, pues con eso se facilitara
la interpretacion integral de los datos de un con-
junto.

Silo considera conveniente, para que losalum-
nos reflexionen acerca de las ventajas y desven-
tajas del uso de los celulares y dispositivos elec-
tronicos, consulte los siguientes articulos: “Nifios
y tecnologia: ventajas e inconvenientes del uso
de dispositivos moviles”, en https://www.mepiar.
com/ninos-y-tecnologia-ventajas-e-inconve
nientes-del-uso-de-dispositivos-moviles/y "Con
secuenciasfisicas de abusardelmovil’, en https://
www.muyinteresante.es/tecnologia/fotos/con
secuencias-fisicas-de-absar-del-movil/dolor-
de-cuello
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Eventos mutuamente excluyentes 2

(LT, Vol. II, pags. 94-101)

Tiempo de realizacion 4 sesiones

Eje tematico Analisis de datos

Tema Probabilidad

Aprendizaje esperado

Calcula la probabilidad de ocurrencia de dos eventos mutuamente excluyentes.

Intencion didactica

Calcular la probabilidad de dos eventos mutuamente excluyentes.

Audiovisual

Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

* Probabilidad de eventos mutuamente excluyentes

¢ Probabilidad de eventos mutuamente excluyentes

Materiales de apoyo Recurso audiovisual

para el maestro

» Aspectos didacticos de la ensefianza de la probabilidad

¢Qué busco?

Que los alumnos:

¢ Sesion 1. Utilicen tablas de doble entrada para
determinar los resultados favorables de even-
tos simples, compuestos y mutuamente ex-
cluyentes relacionados en una situacion dada.

e Sesion 2. Aprendan a calcular la probabilidad
de eventos simples, compuestos y mutuamen-
te excluyentes a partir de la regla de la suma.

¢ Sesion 3. Determinen los resultados favorables
de ciertos eventos, reconozcan cuales son
mutuamente excluyentes y calculen la proba-
bilidad de los eventos de acuerdo con la for-
mula que les corresponde.

¢ Sesion 4. Resuelvan problemas que correspon-
den a situaciones que implican el calculo de la
probabilidad de eventos que son mutuamente
excluyentes y de eventos que no lo son.

Acerca de...

En esta secuencia los alumnos calculan la pro-
babilidad de eventos mutuamente excluyentes

y utilizan tablas de doble entrada y diagramas
de arbol como recursos para organizar los re-
sultados posibles de las situaciones aleatorias
que se presentan. Se consideran situaciones re-
lacionadas con la genética, la salud, las matema-
ticas y la poblacion del mundo desde un punto de
vista historico y del analisis y la interpretacion de re-
sultados posibles y resultados favorables de even-
tos definidos previamente. Dichos resultados se
expresan en forma de fracciones, decimales o
porcentajes.

Especificamente, en esta secuencia se forma-
liza la manera de calcular la probabilidad de dos
eventos, sean mutuamentes excluyentes o no.

Con el estudio de esta secuencia, los alum-
nos haran el conteo de los resultados favora-
bles de un evento entre los casos posibles que
corresponden a la situacion aleatoria. Por lo
tanto, requeriran hacer uso de sus habilidades
de conteo, tanto para identificar si hace falta
considerar algunos resultados posibles en el es-
pacio muestral, como para determinar en qué
eventos se esta contando dos veces el mismo
resultado favorable, es decir, si tienen resulta-




dos en comun. De ahi que a los alumnos se les
proponga el uso de recursos como el cuadro de
Punett o el diagrama de arbol.

Sobre las ideas de los alumnos

En la secuencia 9, los alumnos identificaron los
eventos mutuamente excluyentes a partir de un
enfoque frecuencial, ya que llevaron a cabo el jue-
go de azar propuesto y analizaron las frecuencias
relativas obtenidas en otros ensayos, destacando la
variabilidad de los resultados cada vez que se reali-
zan los experimentos.

Ademas, los alumnos también aprendieron que
dos eventos son mutuamemente
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las preguntas que se plantean en los incisos a) a
d) que hacen explicita la relacion del contexto
con los datos.

Después, en la actividad 2, se les propone lle-
var a cabo una transnumeracion de los datos del
cuadro de la actividad 1 en un cuadro que con-
tiene los cocientes que corresponden a las razo-
nes de los resultados de la prueba.

En sequida, calcularan la probabilidad de los
eventos A, By C y de algunas de sus combina-
ciones, lo cual corresponde a la fase de buscar
nuevos significados una vez que se han trans-
formado los datos. La siguiente tabla muestra los
resultados a los que deben llegar los alumnos:

excluyentes si los resultados fa-
vorables son distintos; ahora ese
conocimiento se complementa
indicando que dichos eventos no
tienen resultados favorables en co-
mun. La intencion de esta secuen-
cia es reflexionar con los alumnos
acerca de la vinculacion de con-
ceptos matematicos con situacio-
nes sociales para sensibilizarlos y

Intervalo de
edad (anos)

que 30

Menar o igual

Mayor gue 30

Total de \

‘ Infectados No infectados

resultados
a9 _ 49 s I 560 _ 56
17850 ~ 185 1850 185 1850 185
a0 e SlE: 1130 _ 113 12907 129
1850 — 185 1850 ~ 185 1850 — 185
650 _ 65 _ 13 1200 _ 120 _ 24 1850 _

1850 185 711850~ 185 37 1850

\ Total
motivarlos a estudiar otras situacio-
nes que se proponen en las actividades de la se-
cuencia, como en otros temas de las matematicas.

¢Coémo guio el proceso?

En la seccion “Para empezar” se trata una situa-
cion del area de la genética en la que se utiliza un
recurso para organizar y presentar los resultados
obtenidos: el cuadro de Punett, que es una ta-
bla de doble entrada en la cual se identifican las
combinaciones aleatorias de una descendencia.
Esta situacion brinda la posibilidad de ilustrar una
manera en la que se ha desarrollado el conoci-
miento matematico, ya que no todos los recur-
sos, procedimientos y conceptos surgen de la
matematica misma.

La primera actividad de la sesion 1 corres-
ponde a una situacion relacionada con los re-
sultados de una prueba de laboratorio respecto
a infectarse con el estafilococo aureo y la edad
de las personas participantes en la prueba. Los
alumnos deben leer e interpretar la informacion
presentada en el cuadro; ése es el propdsito de

Identificar los eventos mutuamente excluyentes
0 no excluyentes, como se propone en la acti-
vidad 3, es parte de esta fase de buscar nuevos
significados por medio de la transnumeracion.
De tal manera que en la actividad 4, en la discu-
sion grupal, se recomienda sefalar este trabajo
de transformacion. Es importante que guie a los
alumnos para que expliquen las caracteristicas
de los resultados favorables de los eventos mu-
tuamente excluyentes con la intencidon de que
en la actividad 5, al leer la informacion del recua-
dro, comprendan la formalizacion.

Para el caso de los eventos que no son mu-
tuamente excluyentes, pidales que identifiquen
si hay resultados que sean comunes como una
manera de verificar su nivel de comprension de
la lectura y la revision de los resultados que debe-
ra hacerse a partir del contexto.

En la actividad 1 de la sesion 2, se pide que
comparen la probabilidad del evento Ao Cy A
0 B con la suma de las probabilidades de dichos
eventos simples, respectivamente, para decidir si
son mutuamente excluyentes.
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En la actividad 2 se propone una puesta en
comun en la que se debera revisar que los alum-
nos identifiquen que al sumar las probabilidades
de los eventos A y B se considera dos veces la
probabilidad de que las personas estén enfer-
mas y sean mayores que 30 anos, % lo que
representa que hay 160 personas con esas dos
caracteristicas y que son casos favorables para
ambos eventos. Por lo tanto, los eventos no son
mutuamente excluyentes, y para calcular la pro-
babilidad de que ocurran ambos, se debe restar
la probabilidad de seleccionar a una de esas 160
personas. Una manera de ilustrarlo es:

Intervalos de edad\

Personas
Infectadas

650

1850

No infectadas

B

1200 1850

s
oo
w
-}

1130
1850

En la actividad 3 se introduce la formalizacion
de la suma de las probabilidades de dos eventos
gue son mutuamente excluyentes o no. En parti-
cular, para calcular la probabilidad de que ocurra
el evento la persona esta enferma o es mayor
que 30 arios, se expresa como:

P(G) = P(Ao B) = P(A) + P(B) - P(Ay B)

_ 650 , 1130 _ 160
= 71850 1850 ~ 1850
490 1130 _ 1620

= 71850 T 1850 ~ 1850

_ 162 _ - 0
= 195 = 0.8756 = 87.56%

debido a que los eventos A 'y B no son mutua-
mente excluyentes. En el caso de los eventos A
y C, si son mutuamente excluyentes, lo cual se
puede ver como:

Personas Intervalos de edad

Infectadas ¢ Menor o igusl
glle o

_/

& 30456
650 490

1850
1850

Eav
ayor que

160
1850

Evento C

No infectadas

E

1200

-
=]
]
O

1130
1850

Por otro lado, la probabilidad del evento la per-
sona esta infectada o es menor o igual que 30
anos y no esté infectada es:

P(H) = P(A 0 C) = P(A) + P(C) = P(Ay C) =

650 . /0 _4_ 650 70 720 _ 72
1850 B

1850 1850 " 1850 ~ 1850 ~ 185
~0.3891 = 38.91%

El contexto de la sesion 3 es numérico; en la
actividad 1 se deben encontrar los 24 resultados
posibles que se obtienen al escribir numeros con
tres cifras con un conjunto de cuatro digitos.

Posteriormente, se definen algunos eventos
y se pregunta por los resultados favorables para
identificar la no repeticion de numeros de tres
cifras y que existe un evento, el C, que es impo-
sible que ocurra en esta situacion numeérica.
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La incorporaciéon de un evento imposible (o
vacio) es un aspecto importante en la construc-
cion del concepto de eventos mutuamente ex-
cluyentes y del razonamiento probabilistico de
los alumnos, y debe ser analizado en la revision
grupal propuesta en las actividades 2 y 5.
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Se espera que en la actividad 3 los alumnos
identifiquen que los eventos: "B: El numero ele-
gido es mayor que 500" o "D: El numero elegido
tiene 2 en la primera cifra”, son mutuamente ex-
cluyentes, como se observa en la imagen ante-
rior, donde se puede ver que los eventos By D
no tienen resultados favorables en comun.

Tal vez algunos alumnos indiquen que tam-
bién los eventos: "A: El numero elegido es multi-
plode 3" 0 "C: El numero es menor que 200", son
mutuamente excluyentes; en este caso, el even-
to "C: El numero elegido es menor que 200" es
vacio (no tiene resultados favorables) porque no
hay resultados favorables para comparar con el
evento A.

En la actividad 4, los alumnos deben elegir cual
es la manera correcta de aplicar la regla de la
suma para calcular la probabilidad de los eventos
indicados. Las respuestas a esta actividad son:

b) ¢Cual es la probabilidad del evento (4 0 O)?

\/P(ur)C*P(llw P(C)
12Jr 0 _12 _ 1

PA0CO)=PA)+P(O-PAYQO

2424 24 2
¢) ¢Cual es la probabilidad del evento (B 0 O)?

PBoC)=P(B) +P(O
12+O 12 1

PBoO)=P(B)+PO)-PBYyO)

24 724 24 2
d) ;Cual es la probabilidad del evento (A o D)?

e) ;Cual es |a probabilidad del evento (C o D)
P(CoD)=P(O+P(D)

_0 .6 _1
\ 24 24 4

P(CoD)=P(Q+P(D)-P(CyD)

Europa | 750000000 | 9.60
En la actividad 5, los alumnos deben exponer Latino-
Rk américay | 650000000 8.32
los argumentos que les llevaron a seleccionar lo ol Caribe
gue marcaron con anterioridad. Para justificar, EUAY
.| 370000000 | 474
basta con anotar los resultados favorables en Canada
Oceania 43000000 0.55

comun, o bien, que no haya resultados favora-
bles en comun. Por ejemplo, en el inciso a) el
evento A o B tiene 6 resultados favorables que
son: 573, 537,735, 753, 723, 732.

En la actividad 6 se les pide definir eventos mu-
tuamente excluyentes a cada uno de los eventos
indicados. Una propuesta para el caso del evento

a:a*“Oca.t :a’ aOci’ ‘caa
&, 'o « % %% bo' %‘g% » @% %% %% %@ %% %@

M es: el numero elegido no es mdultiplo de 3, éste
representa el complemento del evento A. En el
caso del evento N, podria ser el numero elegido
tiene 5 en la primera cifra.

Anime a los alumnos a encontrar otros even-
tos, apoyandose en los conceptos que conocen,
como el de evento complementario. La formula
para calcular las probabilidades de los eventos que
propongan debe ser del tipo: P(A o M) = P(A) + P(M).

Finalmente, en la sesion 4 se proponen dos
situaciones relacionadas con los contextos de
poblacion y de acceso a la television e internet;
la primera esta expresada en porcentajes y millo-
nes de personas de cada region, por lo que, para
contestar, se requiere analizar y reorganizar la in-
formacion. Tal vez los alumnos observen que al
sumar los porcentajes se obtiene el valor de 101%,
debido a que son porcentajes redondeados; ge-
neralmente asi se utilizan en los informes, y dado
que esta situacion es extraida de uno de ellos,

a) ;Cual es la probabilidad del evento (A 0 B)? \ esto €s algo Comun (Véase fuente)' Ademés, se

P(A0B)=P(A) +P(B) V P(AoB) =Py +PE) -PAyB) enfrentan a que el porcentaje de las regiones de
12 12 6 1.1 _1_3 i 4 5 °

ity M 3t> 71 Oceania y EUA y Canada esta integrado en 5%,

lo que dificulta la respuesta de los incisos a) y c),
por lo que es conveniente utilizar el dato de po-
blacion expresado en millones de personas. Una
sugerencia es utilizar una tabla como la siguiente
para mostrar el numero de personas por region:
y aplicar la regla de la suma para calcular la pro-
babilidad de los eventos indicados.

PAoD)y=P(A) +P(D) ‘/P D)=PA)+PD)-PAYD)
12 + 6 _ 2
24 24 NU d NU d
1 11 g 2 Region umero de (%) Paises umero ce (%)
=14+ 41 S _< personas personas
2 4 12 12 3

China | 1484470000 | 19

Asia 4700000000 | 60.16
India | 1406340000 | 18

Africa 1300000000 | 16.64

Total 7813000000 | 100.00

De esta tabla también es posible comprender
que los porcentajes estan redondeados, e inclu-
so, también el numero de personas. La ventaja
de organizar los datos en este tipo de tablas es




que podemos identificar el numero de personas a
las que se hace referencia en cada inciso de la ac-
tividad para calcular la probabilidad, y de ahi po-
demos utilizar el porcentaje o la razdon entre el
numero de personas de la region y el total. De
esta forma, las respuestas a las preguntas son:
a) Entérminos de porcentaje: 61% + 4.74% = 65.74%.
b) En términos de porcentaje: 19% + 18% = 37%.
c) Entérminos de porcentaje: 8% + 4.74% = 12.74%.
En la actividad 2, la respuesta a la pregunta se
obtiene mediante la suma: 62% + 27% — 7% = 82%.
En la actividad 3, se solicita usar el cuadro de
Punnett a fin de contestar las siguientes pre-
guntas:
a) -
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b) Mutuamente excluyentes;
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Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar la medida en que se

logra la intencion didactica que aparece en la

ficha descriptiva, es necesario hacer un registro

para cerciorarse de que los alumnos realizan lo

siguiente:

e Distinguen entre un tipo de evento y otro.

» Reconocen el significado de dos eventos mu-
tuamente excluyentes.

e Representan graficamente las situaciones que
se plantean, ya sea en tablas o diagramas.

e Interpretan los valores de las medidas de la
probabilidad de ocurrencia de los eventos res-
pecto al contexto o la situacion que se analiza.

¢Coémo apoyar?

Si observa que los alumnos aun tienen dificul-
tades para comprender el origen de los cua-
dros de Punett, consulte: https://www.ck12.org/
book/ck-12-conceptos-biolog%C3%ADa/sec
tion/3.6/. Si en el caso de la actividad 1 de la se-
sion 4 observa que los alumnos tienen dificulta-
des, pida que presenten la informacion mediante
un cuadro o diagrama de arbol.

¢Como extender?

Si considera necesario conocer mas sobre el
estafilococo dureo, consulte https://www.msd
manuals.com/es/hogar/infecciones/infeccio
nes-bacterianas-bacterias-grampositivas/infec
ciones-por-staphylococcus-aureus.

Puede retomar los eventos de la secuencia 9
para practicar el calculo de la probabilidad de
eventos compuestos mediante el uso de la regla
de la suma.
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Evaluacion. Bloque 2

Reactivos 1y 2. Minimo comun multiplo y maxi-
mo comun divisor. En el primero, el alumno debe
obtener la descomposicion en factores primos del
numero 472 que es 2 X 2 X 2 X 59. Pida a los alum-
nos que verifiquen la descomposicion al multipli-
car los factores. Pueden utilizar calculadora.

En el reactivo 2, la situacion presentada implica
determinar cuantas horas después una persona
volvera a coincidir en la toma de sus tres medica-
mentos. Se puede determinar al calcular el mini-
mo comun multiplo de 2, 3y 4, que es 12, asi la
respuesta correcta es C.

Reactivo 3. Figuras geométricas y equivalencia de
expresiones de segundo grado y ecuaciones cua-
draticas. El alumno debe identificar la ecuacion
cuadratica que permite determinar las medidas
de la lona que plantea el problema: El perimetro de
una lona rectangular mide 30 m y su area, 50 m?.
La ecuacion es la opcion A, porque x(15 — x) = 50
se puede transformar en:

Expresiones (15x — x%) =50
algebraicas _ 5
equivalentes 15x = 50 + x

Aligualar a cero para resolver la ecuacion cuadratica:

Resolucion de
ecuacion
cuadratica

0 =50 + x2 - 15x
0=x2-15x+50

El trinomio al cuadrado se puede resolver factorizando:

0=Kx-10)x —-5)

De donde: (x, - 10) =0

Al despejar queda que x, = 10 puede represen-
tar el valor de la medida del largo de la lona y
0 = (x, — 5) por lo que x, = 5 puede representar el
valor de la medida del ancho de la lona.
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Se sugiere que de manera semejante se desarro-
llen las otras ecuaciones para que el alumno com-
prenda lo que representa cada situacion. También
pida que, antes de resolver, expliquen por qué
seleccionaron esas respuestas, de esa manera se
conoceran cuales son los aspectos del proble-
ma que lo llevan a elegir una u otra respuesta, asi
Como a conocer cuales son las caracteristicas de
las ecuaciones cuadraticas que distingue y cuales
no y los problemas al escribir una expresion alge-
braica equivalente (secuencia 11). Considere, ade-
mas, que en la resolucion por factorizacion de una
ecuacion cuadratica implicitamente esta vincula-
do el contenido que el alumno ha estudiado en
las secuencias 1, 2y 10. Por lo tanto, es importante
no limitarse en la revision de la respuesta correcta,
sino en indagar junto con el alumno de qué ma-
nera lo hizo para conocer realmente el progreso
que va logrando. Como puede observar, el cono-
cimiento matematico es acumulativo y progresivo,
por lo cual se puede describir como una espiral,
cuanta mas informacion se obtenga del proceso
que sigue un alumno al dar respuesta a un reacti-
VO, mejor podemos conocer cuales son sus forta-
lezas y debilidades y hacer los ajustes necesarios
en la planeacion de las actividades didacticas.

Reactivos 4, 5y 6. Poligonos semejantes. En el
reactivo 4 se espera que el alumno no requie-
ra de construir el triangulo semejante, sino que
interprete el dato que corresponde al valor de la
razon de semejanza y comprenda que la longitud
de cada lado del nuevo triangulo sera dos veces
y media la longitud de la medida original, respec-
tivamente. La respuesta correcta es la opcion B.
En el reactivo 5, el alumno requiere compa-
rar los triangulos para determinar cuales son se-
mejantes, lo que implica determinar cuales son
los lados correspondientes entre los triangulos y
luego determinar si las medidas de los lados son
proporcionales y cual es la razon de semejanza.
Un error comun de los alumnos es comparar so-
lamente los valores de las medidas de los lados
sin considerar la correspondencia. En este caso,
se debe considerar como referente comun el
vértice del angulo de 50° en cada triangulo y a
partir de él comparar las longitudes de los lados
correspondientes entre los triangulos.
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A partir de lo anterior, se puede observar que so-
lamente los triangulos B y D son semejantes.

Los dos triangulos del reactivo 6 son semejantes
por el criterio de semejanza AA, ya que se conoce
la medida de un par de angulos correspondientes
que es igual, 60°, por ser angulos alternos inter-
nos entre paralelas (los lados BA y DE) y el otro
par de angulos iguales son los que se forman con
los segmentos transversales que se intersecan en
el punto C, al ser angulos opuestos por el vértice.

Reactivos 7 y 8. Teorema de Pitdagoras. Para
determinar la distancia entre los puntos A (2, 3) y
B (6, 6), ubicados en un plano cartesiano, la ima-
gen muestra el triangulo rectangulo que se for-
ma y la hipotenusa f representa la distancia entre
los puntos Ay B, la cual es equivalente a la raiz
cuadrada de la suma de las areas de los cuadra-
dos formados por los catetos AC y BC. Entonces

AB=347132=316+9 = 25 = 5.

BC=3

AC=4 T

En el reactivo 8, para determinar la altura que
alcanza la escalera de 3 m de largo y cuyo pie
queda a 1 m de la pared, la altura corresponde a
uno de los catetos del triangulo rectangulo que
se forma:

=12+ 2
De donde:
32=32-12
a=1y32-12
a=+9-1
a=18
- Ex7D -

Va4 x Y2 =2 %32 =2.828427124 ~ 2.83
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Reactivos 9 y 10. Razones trigonomeétricas.
En el reactivo 9, la expresion que permite calcular
la medida de la hipotenusa del triangulo rectan-
gulo descrito es:

sen 30° — 1 _ catetoopuesto _ 1.05cm
~ 2 hipotenusa hipotenusa
1 _ 1.05am
2~ hipotenusa
. 1.05cm
hipotenusa = 1 =2.1cm
2
h
co
1.05 cm
30°
ca

En el caso del reactivo 10 el alumno debe consi-
derar que: cos A = ? CytanA =g =7, loque
significa que la hipotenusa mide 5y el cateto ad-
yacente mide 3 del triangulo rectangulo, enton-
ces, el cateto opuesto mide 4, siendo la opcion D
la respuesta correcta, tan A =

3
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Reactivo 11. Eventos mutuamente excluyentes.
Para identificar cuales son los eventos mutua-
mente excluyentes, se sugiere listar los resultados
posibles al lanzar tres monedas iguales al aire e
identificar cuales son los resultados favorables a
cada evento y cuadles tienen resultados ajenos.

Moneda | Moneda | Moneda
Eventos
1 2 3
Caen No apa-
recen
S S S e o caen
aguilas
A S S
Caen
S A S dos
soles
Cae uno
o mas
s S A soles
Caen
A A S menos
de tres
soles
Cae un
A N A ol
S A A
No cae
A A A ol

La segunda parte de la evaluacion esta integrada por
siete actividades. En la primera, las respuestas son:

MCD de 420, 630y 330 =2 x 3 x5 =30
mcm de 420,630y 330 =22 x 32 x5x7x11=13860.

En la segunda actividad, las tres expresiones al-
gebraicas equivalentes para representar el area
de las figuras geométricas son:

NP7 NP N 7 N 7 N
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a)

Expresion 1 Expresion 2 Expresion 3
(2a + 3b) (2a + 3b) (2a +3b)? 4a%+ 12ab + 9b?
b)

Expresion 1 Expresion 2 Expresion 3
ag+pg+ap+a® | ga+pl+alp+a | al@+p+q +pg

Considere que pueden existir otras expresiones
algebraicas equivalentes.

Para la tercera actividad, una respuesta posible
es: (x+ 1)x+4) =x>+5x + 4.
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La figura geométrica puede cambiar de posicion, pero
la expresion en producto de dos factores es unica.

En la actividad 4, las raices que corresponden
son c), a) y b), de arriba hacia abajo.
4 X

1
X

Para la quinta actividad, una manera de determi-
nar cual es la representacion grafica es asignando
valores a la variable x en la expresion algebraica
de la funcion y = 3.14x2 + 9.42x.

Por ejemplo, x = 1, x = 5y x = 10. Asi se obtienen
los puntos (1, 12.56), (5, 125.6) y (10, 408.2), respec-
tivamente, que se ubican en la grafica del inciso b).

En la actividad 6, para encontrar la medida del an-
cho de un disco de superficie de 56.52, la expresion
algebraica de la funcion se convierte en la ecua-
cion: 56.52 = 3.14x? + 9.42x. Al igualar a cero, se
obtiene: 3.14x?+ 9.42x — 56.52 =0

3.14 X2 942 = 5652 0

3.14 3.14 3.14 3.14

x>+3x-18=0

Al factorizar la ecuacion cuadratica, se tiene:
(x+6)(x -3)=0.

Sielfactor (x + 6) = 0, entonces x, = 3. Si el factor
es (x — 3) = 0, entonces x, = —6.

De acuerdo con el contexto del problema, el va-
lor de la incognita representa la medida del ancho
del disco, es decir que debe ser un valor positivo;
la respuesta correcta es x, = 3.

La actividad 7 requiere calcular la media aritmé-
tica y la desviacion media de cada conjunto de
datos; los valores son:

o\
pisct @)

Caseta de
cobro B

Caseta de
cobro A

Llegan 25.6
automoviles

Llegan 27.5

Media aritmética L
automoviles

Desviacion
media

+5.8
automoviles

+7.7
automoviles

La respuesta de los incisos a) y b) es la caseta B.
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Bloque 3

X BEL GXB FeB

e Selek )] Minimo comun multiplo y maximo

comun divisor 2
(LT, Vol. II, pags. 108-113)

Tiempo de realizacion 3 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema Numero

Aprendizaje esperado

Usa técnicas para determinar el mcm y el MCD.

Intencion didactica

Que los alumnos identifiquen el maximo factor comun en una expresion algebraica de
dos o mas términos y lo usen para factorizar dicha expresion.

Audiovisual
Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

e Factor comun de una expresion algebraica

e Aplicaciones del mcm y del MCD

. Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

o Generalizacion de los conceptos de mdultiplo y factor
e Descomposicion factorial prima, MCD y mcm

¢Qué busco?

Que los alumnos:

» Sesion 1. Factoricen expresiones algebraicas
compuestas por uno o mas términos e identi-
fiquen cual es el factor que es el MCD.

e Sesion 2. Analicen algunos casos en los que el
algebra permite generalizar propiedades de los
numerosy valoren la utilidad del factor comun.

¢ Sesion 3. Usen el MCD de dos o mas numeros
O expresiones algebraicas al resolver problemas.

Acerca de...

Con el desarrollo de esta secuencia culmina
el estudio del mcm y el MCD que se inicio en el
bloque 1 con las secuencias 1y 2, tituladas "Mul-
tiplos, divisores, y numeros primos” y “Criterios
de divisibilidad”. La importancia de estos con-
ceptos radica, sobre todo, en el uso que se pue-
de hacer de ellos al resolver una gran variedad de
problemas numeéricos, algebraicos, geométricos

y de medicion. Los problemas que se plantean
en esta secuencia son solo una pequefa mues-
tra de ello.

Como se podra apreciar a lo largo de la se-
cuencia, el trabajo que los alumnos desarrolla-
ran en las actividades les permitird una mejor
comprension del factor comun. Por otra parte,
el MCD en expresiones algebraicas se apoya
en el estudio que se ha hecho con los nume-
ros, en el cociente y producto de potencias de
la misma base que se estudio en segundo grado
y en la equivalencia de expresiones algebraicas
que se estudian en este grado.

El programa de estudios no contempla la mul-
tiplicacion y la division de monomios y polino-
mMios porgue esas técnicas no son necesarias para
entender lo que es el factor comun y el maximo
comun divisor de una expresion algebraica.

Tampoco sefiala como propdsito que los alum-
nos hagan demostraciones formales, entre otras
razones porque a esta edad no esta suficiente-
mente desarrollado el razonamiento deductivo.
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Por esta razon, la generalizacion de algunas
propiedades de los numeros se hace de manera
guiada, no con la idea de que los alumnos me-
moricen los procesos, sSino para que aprecien
otro tipo de problemas en los que el algebra re-
sulta util. También permite destacar algunas pro-
piedades y relaciones entre los numeros, como
ocurre en varios de los problemas de la seccion
“Para terminar”, por ejemplo el inciso b) de la
segunda actividad en la sesion 2. Sin duda, los
conocimientos que los alumnos adquieran con
el estudio de esta secuencia les proporcionaran
mas elementos para resolver problemas que im-
pliquen usar ecuaciones y funciones.

Sobre las ideas de los alumnos

Sesabequeelusodeunconceptocomoeldefac-
tor comun, o cualquier otro, no se transfiere de
manera automatica de un contexto a otro —por
ejemplo, delnuméricoalalgebraico—, peroesab-
solutamente valido y necesario usar el conoci-
miento que se tiene y valorar si es 0 no suficiente
para entender lo nuevo. Un ejemplo es que los
alumnos saben que una expresion algebraica
como 6x%%z, consta de un coeficiente y una
parte literal. Esta expresion es equivalente a
23X Xy y-y-z

Serd importante que los alumnos reconozcan
que esta integrado por un total de ocho facto-
res que ya no se pueden descomponer en mas,
pero si agrupar para formar otros factores, por
ejemplo, 6, 6x, 6x?, etcétera, aunque no necesa-
riamente en este orden.

Tal vez algunos de los alumnos consideren to-
davia que un factor solo puede ser un numero,
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por lo que se pretende que, al finalizar el estudio
de esta secuencia, acepten que un numeroy una
o varias literales y sus exponentes pueden repre-
sentar un factor. Estas ideas basicas, y otras que
se mencionaron en el apartado anterior, son las
que le dan sustento a los conceptos de factor
comun, MCD y mcm.

¢Cémo guio el proceso?

Se sugiere que lea junto con los alumnos la sec-
cion "Para empezar” y resalte todas las dudas
que surjan alrededor de lo que ahi se plantea.
Por ejemplo: “;Por qué estamos seguros de que
Xy x + 1 son dos numeros consecutivos?”;
“iPor qué x y x + 2 no son nimeros consecuti-
vos?”; ";Cudntos términos tiene la expresion
3x 4+ 3?"; ";Por qué x no es un factor comun de
los dos términos?”. Es importante que desde el
inicio vea cuales conceptos no estan suficien-
temente claros y se realice el trabajo necesario
para allanar las dudas antes de que se hagan
mas grandes o sean practicamente irreversibles
y limiten la comprension de nuevos conoci-
mientos.

En la actividad 2 de la sesion 1, haga hincapié
en que, cuando los términos de una expresion
algebraica se separan con el signo mas o con el
signo menos, las expresiones pueden ser bino-
mios, trinomios o polinomios.

Si no hay uno de estos signos de por medio,
se trata de un solo término (un monomio) como
ocurre en la actividad 1. Apoye a los alumnos
para que distingan entre factor, factor comun vy
mayor factor comun, esta ultima expresion equi-
vale a decir maximo comun divisor.

gue sean el producto de dos factores. Andtenlas en cada celda.

m Expresiones algebraicas equivalentes como producto de dos factores

1. Trabajen en pareja. Escriban expresiones equivalentes a cada monomio de maner}

6x? 3(2x%)
12ab? 2a(6b?)
\ 8x%° 2xy(4xy?)
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KZ. ¢Cuéles son todos los factores comunes de cada binomio y trinomio? Andétenlos en
la celda correspondiente. Observen el ejemplo.
1,2, X, 2x, X%, 2X° 1,y y%3 1,a, b, b? ‘ 1,x 3 ‘

Cuando hablamos de factor, nos referimos a en estos ejemplos esta expresada la suma de dos
un solo término, por ejemplo, 6x es un factor del numeros impares diferentes y puede mostrarse
monomio 6x%y3z, como se sefiald en un parrafo que todos los resultados que se obtengan con-
anterior. Al decir factor comun, nos referimos al tienen al 2 como factor, con lo que se confirma
factor que divide de manera exacta a dos o mas que la suma de dos numeros impares €s un nu-
términos de una expresion algebraica. Si el fac- mero par. Por ejemplo,
tor comun es el mayor posible, entonces se trata
del maximo comun divisor (MCD). Por ejemplo, 2n+5+2n+7=4n+12 =2(2n + 6).
en la ultima celda de la tabla de la actividad 2,
la expresion 3x? — 6xy + 9y tiene como factores En la tabla de la actividad 2 puede haber
comunes a 1y 3, porque las literales x y y solo resultados variados, solo hay que cumplir la con-
aparecen en dos de los tres términos, asi que el dicion de escribir un numero de dos cifras di-
MCD es 3. ferentes, luego invertir las cifras: la cifra de las

Otro ejemplo, en la actividad 5, un factor co- unidades pasa a ser de las decenas y viceversa, y
mun de 5x2 + 10x, es 5, porque éste divide exac- luego calcular la diferencia, lo que significa restar,
tamente a los dos términos de la expresion 'y, en del numero mayor, el menor. Primero hay que
este caso, también son x y 5x, por la misma razon. verificar que todas las diferencias, independien-

En la actividad 1 de la sesion 2 observe si los temente de los numeros que se hayan escrito,
alumnos logran seguir el proceso para con- sean multiplos de 9, luego hay que generalizar
cluir que la suma de dos numeros impares cua- esta propiedad con el uso del algebra.
lesquiera siempre es un numero par. Se inicia En el caso de que surjan errores en alguno
con la conjetura de si sera cierto o no y se pide  de los pasos que hay que seguir, y usted pueda
probar con varios ejemplos numeéricos. Algunos orientar a los alumnos para corregirlos, a conti-
alumnos lo haran de manera espontanea. Hay nuacion se muestra el procedimiento adecuado:
que enfatizar, una vez mas, que en matemati-
cas los ejemplos no son suficientes para mos- 10a+b - (10b+a)=10a+b - 10b - a
trar que una propiedad es cierta, y basta con un =9a-9b =9(@ - b)
contraejemplo para mostrar que es falsa. Asi que
dé un tiempo razonable y pidales que busquen La expresion final incluye el numero 9 como
un contraejemplo. factor, entonces no hay duda de que la diferen-

Un primer asunto en el que conviene ponerse cia siempre sera multiplo de 9.
de acuerdo es coOmo se representa de manera Después de resolver la actividad 2, se espera
general un numero impar. Seguramente todos que los alumnos no tengan problemas para rea-
estaran de acuerdo en que 2n representa un nu- lizar la actividad 3, observe como representan al-
mero par, puesto que contiene al 2 como factor. gebraicamente un numero de dos cifras en el
Por lo tanto, un numero impar es 2n + 1, ya que que la cifra de las unidades es igual a la de las
a todo numero par le sigue un impar. De manera decenas, pueden variar las literales, pero debe
que la suma de dos numeros impares puede ex- ser algo similar a 10a + a.
presarse como La actividad 5 puede ser un buen indicador

de hasta donde los alumnos han captado laideade
@n+1)+@2n+3);2n+5 +@2n+7); factor comun, MCD vy su diferencia con el mcm.
o
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Es probable que haya diferencias en las respues-
tas, invitelos a que expresen sus opiniones, pues
esto les ayuda a entender mejor.

En el problema 1 de la sesion 3, los alumnos
deben usar el factor comun para hacer lo que se
indica. En esencia, se trata de descomponer la
expresion 3x? + 6x en un producto de dos facto-
res, uno de los cuales representara la medida del
ancho y la otra el largo del rectangulo. Las posi-
bles respuestas se resumen en la siguiente tabla.

/\glelqle) ‘ Largo
X 3x+6
3 X2+ 2x

X+2 3x

En cualquiera de las opciones, al multiplicar
largo por ancho, el producto es el area dada,
3x% + 6x, de manera que, al asignar un valor a x,
los alumnos se daran cuenta de que el area es
igual, pero si calculan el perimetro usando esas
expresiones, se obtienen resultados diferentes en
cada caso. Esto ultimo obedece a que las expre-
siones algebraicas del perimetro no son equiva-
lentes entre ellas.

El problema de la actividad 2 tiene solucion
unica, pues solo la primera de las tres opciones
que aparecen en la tabla da como expresion para
el perimetro 8x + 12. Hay otras opciones que
dan este perimetro, pero no cumplen con el area
dada.

El problema 4 vincula la factorizacion numeé-
rica con la factorizacion algebraica. La factoriza-
cionenprimosde 168 =2 X 2 X 2 X 3 X 7. Para
obtener las sumas que se obtendran en la tabla
es necesario agrupar los factores de diferentes
maneras y usar el signo + y el signo — conve-
nientemente.

El problema de la actividad 6 permitira a los
alumnos generalizar, con ayuda del algebra, una
de las propiedades de la division de numeros en-
teros. Seguramente, para encontrar las primeras
divisiones, procederan por ensayo y error, pero
se daran cuenta de que si multiplican el divisor
por un numero natural y al resultado le suman
el residuo, obtienen el dividendo. Por ejemplo
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12 X 3 + 5 = 41, con este resultado se formula
la division 41 + 12 = 3 y sobran 5. De manera
que se puede plantear una infinidad de divisio-
nes que cumplen con la condicidon establecida,
y encontrar los dividendos mediante la formula,
12n + 5, siendo n un numero entero.

Para resolver la actividad 7, es muy probable
que los alumnos busquen dos numeros cua-
lesquiera que multiplicados den 2688; dicho de
otramanera, quedescompongan2688enunpro-
ducto de dos factores. Enseguida, duplican uno
de los factores, triplican el otro, los multiplican y
obtienen el resultado. Lo anterior equivale a agre-
gar un dos y un tres a la descomposicion prima
de 2688, que es lo mismo que multiplicar este
numero por seis. Observe si los alumnos se dan
cuenta de este hecho, si no, puede comentarlo
al hacer la revision y dividir.

Enla actividad 8, observe silos alumnos comien-
zan por plantear la suma: n + 2n + 3n + 4n
10n, lo que permite ver que, para cualquier valor
entero de n, el numero 10n sera multiplode 10y,
por lo tanto, terminara en cero.

En la actividad 9 deje que los alumnos lleven
a cabo el proceso que se plantea y observe si las
respuestas a la pregunta del inciso d) coinciden
en que el resultado es 1. La formulacion de la
propiedad que se pide en el inciso e) puede ser
enunciada de varias maneras, por ejemplo, “si un
numero se eleva al cuadrado y se le resta el pro-
ducto del que va antes por el que va después, el
resultado siempre es 1”.

Finalmente, en la actividad 11 se plantea una
generalizacion mas amplia que la que se analiza
en la seccion "Para empezar”. Observe silos alum-
nos logran formular algebraicamente los casos
necesarios para llegar a una conclusion. Al pro-
bar con cuatro numeros consecutivos, veran que
la expresion factorizada contiene al 2 como fac-
tor 2(2n + 3). Con base en esto, algunos diran
que si es multiplo de cuatro, pero paran =1 el
valor de la expresion es 10, que efectivamente
es multiplo de dos, pero no de cuatro. Al seguir
probando con otras sucesiones de numeros con-
secutivos, se espera que puedan concluir que
esta generalizacion solo es valida para sucesio-
nes impares de numeros consecutivos como 3,
5, 7, es decir, donde n es impar.
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gan en su cuaderno lo que se indica.

a) Representen algebraicamente los tres numeros.
nn+1,n+2

b) Eleven al cuadrado el nimero de en medio.

(n+17=n>+2n+1
nin+2),n+2n
primero por el tercero. ; Cudl es el resultado?

(N2+2n+1),(N?+2n)=1

e) Describan la propiedad anterior.

C Consideren tres nimeros enteros consecutivos cualesquiera y ha-

¢) Obtengan el producto del primer nimero por el tercero.

d) Al cuadrado del nimero de en medio, réstenle el producto del

Son ndmero primos relativos, y su maximo comun divisor es uno.

Dato interesante

En matematicas aun falta
mucho por descubrir, por ejemplo,
la conjetura de Collatz que dice:
“Dado cualquier nimero natural,
se aplica una de estas dos sencillas
reglas: si es par, se divide entre dos;
sl es impar, se multiplica por 3y se
le suma 1. Al nimero restante se le
aplican las mismas reglas, y asi
hasta terminar. Los ultimos
numeros terminaran
irremediablemente en 4, 2 y el final
en 1”. ;Por qué ocurre esto?

<]
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Pautas para la
evaluacion formativa

Observe y registre si los alumnos logran:

» |dentificar el mayor factor comun en una ex-
presion algebraica de dos 0 mas términos.

¢ Factorizar una expresion algebraica de dos o mas
términos, extrayendo el mayor factor comun.

¢ Completar razonamientos para generalizar
propiedades de los numeros.

¢Coémo apoyar?

Es probable que algunos alumnos necesiten re-
pasar contenidos que ya se han estudiado, como
el producto y cociente de potencias de la mis-
ma base o la equivalencia de expresiones alge-
braicas. Recuerde que siempre es recomendable
regresar hasta donde sea necesario para que los
alumnos puedan entender lo nuevo. En general,
no basta con unos pocos ejemplos, es necesa-
rio realizar actividades que se pueden encontrar
en secuencias anteriores de este grado o de gra-
dos anteriores.

Una actividad que puede plantear para el caso
de la sesion 1, es la expresion

5xty + 2x3y% — x2y% + xy*,

que es un polinomio que consta de cuatro térmi-
nos. ;Cual es el MCD de los términos de este po-
linomio?

¢Como extender?

Puede plantear otras preguntas con laidea de que
los alumnos usen el algebra para obtener con-
clusiones. Por ejemplo, ;qué caracteristicas tie-
ne la suma de un numero par con un impar?

También puede plantearles, para el caso del
problema 4 de la sesion 3, que vincula la factori-
zacion numeérica con la factorizacion algebraica,
que obtengan diferencias entre los factores. Por
ejemplo, el 82 se obtiene con los mismos fac-
tores de la primera fila, pero el 84 debe ser po-
sitivo y el 2 negativo, asi el producto es —168.

Para obtener —26 en la ultima columna, la for-
ma de agrupar los factores es 2 X 2 X 3 =12y
2 X 7 =14, y ambos sumandos deben ser nega-
tivos, pues la suma es —26 y el producto 168. Esto
se puede resolver también al formular la ecua-
cion de segundo grado x? — 26x + 168 = 0. Al fac-
torizarla se tiene

(x-12)(x-14) =0

y sus raicessonx, =12 y x, = 14.




STl tWAR  Figuras geométricas y equivalencia de

expresiones de segundo grado 3
(LT, Vol. 11, pags. 114-119)

Tiempo de realizacion

3 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Patrones, figuras geomeétricas y expresiones equivalentes

Aprendizaje esperado

Formula expresiones de segundo grado para representar propiedades del area de
figuras geomeétricas y verifica equivalencia de expresiones, tanto algebraica como

geométricamente.

Intencion didactica

Que los alumnos manipulen expresiones algebraicas, ya sea factorizadas o
expresadas como el producto realizado y comprueben su equivalencia al hacer
las operaciones necesarias. Que los alumnos sustituyan las literales por valores
arbitrarios y obtengan resultados iguales al hacer las operaciones indicadas.

Audiovisual
Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

¢ De la geometria al dlgebra en la matemadtica de los antiguos griegos

e Expresiones algebraicas cuadraticas

) Recursos audiovisuales
Materiales de apoyo

para el maestro

* Expresiones equivalentes y no equivalentes
e Factorizacion de expresiones algebraicas de sequndo grado

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Factoricen expresiones algebrai-
cas de segundo grado y comprueben su
equivalencia.

o Sesion 2. Verifiquen que son equivalentes
las expresiones algebraicas que represen-
tan el area de dos figuras iguales, aunque
las partes que las forman estén organizadas
de diferente manera.

¢ Sesion 3. Usen la trasposicion de términos
para comprobar que dos expresiones alge-
braicas son equivalentes cuando represen-
tan la misma area.

Acerca de...

El armado de rompecabezas es una actividad
ludica que no es exclusiva solo de los nifios
pequenos, sino que es atractiva e interesante
para las personas adultas.

En esta secuencia se usa el rompecabezas
de Arquimedes como recurso para trabajar
nuevamente con el uso de expresiones alge-
braicas equivalentes para representar areas.
Ademas, se aprendera a relacionar las expre-
siones algebraicas de segundo grado con una
expresion factorizada.

Para lograrlo, los alumnos tendran que reto-
mar y usar ideas y conceptos estudiados en se-
cuencias y grados anteriores, entre los cuales
se encuentran el concepto de diagonal, las al-
turas de los tridngulos, la correspondencia de
lados y la congruencia de tridangulos, el teorema
de Pitagoras y las propiedades de la igualdad.

Se continua el trabajo de factorizar expre-
siones algebraicas y comprobar que las ex-
presiones obtenidas son equivalentes al dar
un mismo valor a las literales que son iguales
en las expresiones empleadas. Para realizar las
comprobaciones se recurre al uso de la tras-
posicion de términos.
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Finalmente, el estudio del contenido de
esta secuencia coloca el foco tanto en la
transformacion y operacion de expresiones
algebraicas, como en el empleo de la geo-
metria para que los alumnos comprendan el
uso de la literal como numero general.

Sobre las ideas de los alumnos

Una idea erronea entre los alumnos consiste
en pensar que cuando una figura se recorta
para armarla de manera diferente, cambia
su area; o bien, que si cambia la expresion
con la cual se representa el area, la superfi-
cie cambia. En el trabajo que desarrollen en
esta secuencia podran observar que, aun-
que armen de diferente manera el rompeca-
bezas, su area se conserva.

El uso de las literales no es algo simple, y
la realizacion de operaciones con ellas tam-
poco es sencillo. Muchos alumnos tienen
dificultades o confusiones para distinguir
cuando las literales se usan como incog-
nitas en una ecuacion o como variables en
una funcidén o en cualquier expresion alge-
braica como un numero general.

¢Cémo guio el proceso?

Este contenido puede relacionarse con la
asignatura de Historia, ya que se hace re-
ferencia al matematico griego Arquimedes.
Se sugiere realizar una lectura comentada
de la seccion “Para empezar”, sefialando
las aportaciones de los antiguos filésofos y
matematicos griegos, las cuales han llegado
hasta nuestros dias, y resaltando como han
trascendido a través de los siglos.

Se sugiere que se detengan para respon-
der las preguntas planteadas en esta in-
troduccion, o bien para expresar algunas
hipotesis al respecto que después podran
someter a comprobacion.

En la actividad 1 de la sesion 1 se solicita que
factoricen dos expresiones, cada una como
producto de dos factores. Es muy probable
que, en el inciso a), algunos alumnos escri-
ban: (x + y)?, o bien x(x + 2y) + y2. Aunque
Nno son incorrectas estas expresiones, es ne-
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cesario hacerles ver que se requiere obtener
dos factores, por lo que la respuesta seria
(x + y)(x + y). Para la expresion del inciso b)
sera (x + a)(x + b).

En ambos casos, tenga presente que si a
los alumnos no se les ocurre comprobar sus
respuestas antes de esperar la revision co-
lectiva, usted debe invitarlos a validar lo que
hicieron buscando la manera de justificarlo.

En estos casos puede suceder que igualen
las expresiones dadas con lo que escribie-
ron y efectuen las operaciones necesarias
para observar si la igualdad se cumple, o, de
forma mas sintética, que asignen valores a
las literales. Esto mismo se les puede pro-
poner en la actividad 2.

En la sesion 2 se trabaja con el rompeca-
bezas de Arquimedes (incluido también en
el recortable de la pagina 181). Al respecto,
se sugiere pedir que los alumnos lo lleven al
aula ya recortado.

En el inciso a) de la actividad 1 se trata de
expresar el area de un cuadrado, por lo que
los alumnos podran escribir tres diferentes
expresiones, de acuerdo con las acotacio-
nes que usen para ello. Por ejemplo, para
decir que el area es la medida de un lado ele-
v%do aal guadradO' a?, (%+%)2 <%+%+%)Z,
(T* Tt )2 para expresar como producto
dela medlda de doslados: (— %><%+%+%>
<%+%+%>( ), etcétera. Son seis productos di-
ferentes, le sugerimos pedir a los alumnos que
los encuentren y realizar un intercambio de
ideas acerca de la equivalencia de todos los pro-
ductos.

Lo importante es que tengan claridad de que
las expresiones que escribieron son equivalen-
tes y que por eso es valiosa su respuesta al inci-
so b). Si observa que hay una expresion que
no consideraron, puede proponérsela a los
alumnos y pedirles que verifiquen si es equi-
valente o no a las anteriores.

También puede sugerir que calculen el
perimetro del rompecabezas, con lo que se-
guiran ejercitando tanto la transformacion
de expresiones algebraicas como el uso de
las fracciones.

En la segunda actividad de la sesion 2
deberan usar el rompecabezas recortado
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para reproducir los otros dos que aparecen
en su libro. Con el fin de emplear eficien-
temente el tiempo de la clase, se sugiere
que le pida a la mitad del grupo que traba-
je con el armado del rompecabezas 1, y la
otra mitad armara el 2.

Al llegar a la actividad 4, puede hacer
una puesta en comun de su trabajo y pe-
dir que compartan las expresiones escritas
para cada uno, y después determinar si son
equivalentes. Las dimensiones que deberan
considerar para expresar el area son:

a 4a a
2 6 3
a
2
a
a a a a
> 2 6 3
a
a a a 2
4 4 2 a
a
2
a a a
4 4 2

En la actividad 6 se pide a los alumnos que
digan si el area de los dos rectangulos en
que queda dividido el rompecabezas es igual;
aqui podrian notar que en esta construccion
quedan 7 piezas de cada lado del segmen-
to y usar esto como justificacion para decir
que las areas son iguales.

Cabe aclarar que si son iguales las areas
de los rectangulos, pero su justificacion no
se basa en el numero de piezas, sino en la
equivalencia de las expresiones que se ob-
tienen al expresar el area de ambos. Para
que los alumnos descarten esa hipotesis
erronea, requiere solicitarles que tracen un
segmento igual en los rompecabezas 1y 2
para que observen que hay piezas que que-
dan divididas en dos partes y, no obstante,
las areas de los dos rectangulos obtenidos
son iguales.
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En la actividad 7 se les pide la expresion
que corresponde a cada triangulo cuando el
rompecabezas se divide por la diagonal, y
también la expresion que representa la lon-
gitud de ambas diagonales. En esta seccion
se recomienda que recuerden las caracte-
risticas de las diagonales de un cuadrado.

En la actividad 8, para calcular la medi-
da de las diagonales del rompecabezas,
deberan recurrir al teorema de Pitagoras:
AD? + DC? = y2. Asi, los alumnos deberan
transformar las expresiones y usar, ademas,
varios conocimientos, como operaciones
con fracciones. Una expresion que podrian
obtener para la diagonal y es:

(@ + (3 =y
a? + a’=y? —>\/g=\/y_2

y, por lo tanto, y =4/2a?
de donde y=a,/2

Otra expresion posible es:
2a\? _
)+ (%) =y
a2+ a’=y’—\[2a’=[y”
y. por lo tanto, y=4/2a’
de donde y=ay2

En ambos casos se llega a la misma expre-
sion. Este aprendizaje puede aprovecharse
para que los alumnos también recuerden
que si un numero cualquiera esta elevado
al cuadrado y se le extrae raiz cuadrada, se
obtiene el mismo numero: \/F:y .

Conviene que en esta parte promueva
que los alumnos recuerden que si dos can-
tidades son iguales a una tercera, entonces
esas dos cantidades son iguales entre si.

6a\?2

CRE R N
cvoncs, 0+ (4 (3] + (%]

En la sesion 3 se continua usando el Sto-
machion armado en la sesion anterior para

NS VNS,
@
ouel X J

SR

f
\
t.

8

@33?\9’ ¢



&S

st @ et @) shalc e ¢

L X

AL %

>

Ny
21307

Do

<

e

&0

N AN AN
sty @ s @ e
%’ éx".’ M-\Q‘

éx"v 5
<;7 <7J A28

a"-ov

responder a las preguntas planteadas. En
la actividad 1 inciso a), bastara que tomen
cualquiera de las expresiones obtenidas
para representar la longitud de la diagonal
y la dividan entre 2.

Para responder la actividad 2, deberan
recurrir de nuevo al teorema de Pitagoras
para expresar la longitud de EC y ED.

Para responder el inciso c) de esta acti-
vidad pueden establecer varias relaciones,
por ejemplo:
¢ Dado que E es punto medio de un lado

del cuadrado, la distancia del punto E al

punto D es igual a la distancia del punto

E al punto C, por tanto, ED = EC.
¢ Como los lados del cuadrado miden lo mis-

mo, entonces ﬂ=%+%+%;% =a7 y
Z A= £ B, por lo tanto, los tridngu-
los ADE y BCE son congruentes, asi que

ED EC.

Como las dos opciones se sustentan en
aspectos geométricos y el proposito de
esta secuencia se basa en que los alumnos
transformen y operen con expresiones al-
gebraicas, si no aparece esta opcion, usted
podria solicitarles que obtengan la expre-
sion algebraica que representa la longitud
de cada segmento y que comprueben la
equivalencia de ambas expresiones hacien-
do las operaciones correspondientes.

Desde esta actividad hasta la 7, los alum-
nos deberan usar expresiones algebraicas
para representar lo que se solicita. Es muy
probable que los alumnos solo se concre-
ten a sustituir las literales por valores arbi-
trarios. Aunque esto es una buena estrate-
gia para comprobar la equivalencia, pidales
que también hagan las transformaciones
algebraicas necesarias para comprobar la
igualdad de las expresiones.

En la actividad 6 faltan, en la longitud de
las medidas, dos valores que permiten con-
tar con los datos necesarios para estable-
cer la expresion que represente el area del
triangulo, la cual es igual a la del rompeca-
bezas original, es decir, a°.
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Los valores que faltan en el triangulo son
> en la alturay a en la base, por lo que una
expresion puede ser
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Otra expresion correcta podria ser

e

4
,. B

Finalmente, al llevar a cabo las transfor-
maciones algebraicas para demostrar que
son equivalentes, o cuando sustituyan las
literales por los valores que ellos quieran,
seguramente se daran cuenta de muchos
atajos que pueden tomar al hacer las opera-
ciones, incluso hacer algunos mentalmente.

Pautas para la evaluacion formativa

Para valorar el avance de los alumnos, ob-

serve si logran:

e Comprender que las literales se usan para
representar cualquier valor.

e Saber que las literales iguales en una expre-
sion algebraica representan un mismo valor.

e Comprender que se puede usar cualquier
literal para representar un valor determi-
nado, pero que una vez que se elige, ésta
tendra el mismo valor sin importar cuan-
tas veces aparezca en dicha expresion.
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e Representar una expresion algebraica como
el producto de dos factores.

Usar la trasposicion de términos para esta-
blecer la equivalencia de expresiones alge-
braicas.

Escribir varias expresiones algebraicas que re-

presenten una misma area.

¢Cémo apoyar?

Si los alumnos aun enfrentan problemas para
efectuar las trasformaciones que les permitan
establecer la equivalencia de expresiones al-
gebraicas, pidales que recuerden cuales son
las operaciones contrarias (suma-resta, mul-
tiplicacion-division, potencia-raiz) y que en
ellas se basa la trasposicion de términos.

¢Como extender?

Con el fin de ejercitar las operaciones y de
que no se queden con la idea de que solo
se puede comprobar la igualdad con nu-
meros naturales, pida a los alumnos que
usen fracciones o numeros decimales para
llevar a cabo la comprobaciéon de la equi-
valencia de las expresiones que obtengan,
por ejemplo:

w|ro

-y’ =Xx+yx—y

N[

%@fé

U NS, NS, N\
ao..Qs.o.
&:“ % DA BTN ST
g;;% RS S R o S S
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-5
X°+@+b)x+ab= 1
a=—
(x +a)x + b) 2
_1
b_2
4a\2 _ (2a)? , (6a)’ _2
@+ (3) =7+ (%) a=3

Si lo considera conveniente, puede de-
cirles que armen un elefante con las piezas
del Stomachion y, posteriormente, propiciar
una discusion acerca del area total de las
piezas que conforman al elefante, para va-
lorar si comprendieron la conservacion del
area al descomponer y recomponer figuras
geomeétricas.

Elefante
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ailset:w¥A Ecuaciones cuadraticas 3

(LT, Vol. II, pags. 120-131)

Tiempo de realizacion 6 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema Ecuaciones

Aprendizaje esperado cuadraticas.

Resuelve problemas mediante la formulacion y solucion algebraica de ecuaciones

Intencion didactica
de la formula general.

Que los alumnos resuelvan problemas que impliquen el uso de ecuaciones
cuadraticas y que las resuelvan por el método que ellos decidan, incluyendo el uso

Audiovisuales

. e Formula general
Recursos audiovisuales

e informaticos para el
alumno -
Informatico

e Formula general

e Discriminante de la formula general

Recursos audiovisuales

Materiales de apoyo

para el maestro Bibliografia

* Recomendaciones iniciales para el estudio de ecuaciones cuadraticas
» Aspectos a considerar para resolver ecuaciones cuadraticas incompletas

e Santos Trigo, Luz M. (2010). La funcion cuadratica. Enfoque de resolucion de
problemas, México, Editorial Trillas.

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Reconozcan la necesidad de contar
con una formula que permita resolver cualquier
tipo de ecuacion cuadratica.

e Sesion 2. Resuelvan problemas usando la for-
mula general para resolver ecuaciones de se-
gundo grado.

e Sesion 3. Analicen el signo del discriminante para
conocer las soluciones de una ecuacion cuadra-
tica, dos soluciones distintas, sélo una solucion
doble o ninguna solucion en los numeros racio-
nales e irracionales.

e Sesion 4. Resuelvan problemas que impliquen el
uso de propiedades de las raices de ecuaciones
cuadraticas y de propiedades geométricas.

e Sesion 5. Elijan el tipo de ecuacion mas eficaz
para modelar situaciones y su solucion, ademas
de que identifiquen las soluciones en una grafica
para despueés obtener dicha ecuacion.

¢ Sesion 6. Comparen el comportamiento de
las graficas de las funciones lineales y cuadra-
ticas para determinar la manera en que a cada
una de esas funciones se le asocia una ecuacion.

Acerca de...

¢(Qué conocen los alumnos acerca de la ecua-
cion cuadratica? En las secuencias 4, "Ecuacio-
nes cuadraticas 1", y 14, “;Ecuacion o funcion?”,
aprendieron a analizar el comportamiento de
las graficas de funciones de las formas y = ax?
+ cyy =ax’+ bx,y adeterminar la manera en
que a estas funciones se les asocian las ecua-
ciones ax2 + ¢ = 0y ax2 + bx = O respectiva-
mente.

Aprendieron, también, a resolverlas alge-
braicamente y a reconocer que los valores de
las abscisas de los puntos en que las graficas
de las funciones cortan al eje X representan las
soluciones de estas ecuaciones. Otro apren-
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dizaje fue la aplicacion de esas técnicas para la
resolucion de problemas concretos.

En esta ultima secuencia sobre ecuaciones
cuadraticas, los alumnos extenderan esos co-
nocimientos a la ecuacion cuadratica completa
ax? + bx + ¢ = 0 y su resolucion mediante la for-
mula general.

Con esto se espera que los alumnos puedan
identificar una ecuacion cuadratica como aque-
lla que se escribe asi: ax? + bx + ¢ = 0, donde a,
by ¢ son numeros cualesquiera y a debe ser di-
ferente de 0, y las resuelvan aplicando la formula
general, por factorizacion y de manera grafica.

Adicionalmente, los alumnos reconoceran: las
raices de una ecuacion cuadratica; la relacion
que existe entre el valor del discriminante de una
ecuacion cuadratica y las raices y, consecuen-
temente, el numero de puntos en que corta la
grafica al eje X. Asimismo, sabran lo que se ob-
tiene si se suman o multiplican las raices de una
ecuacion cuadratica.

Sobre las ideas de los alumnos

¢Los alumnos tienen idea de que muchos fe-
némenos del mundo real tienen que ver con la
idea de variacion, es decir, con la idea de cam-
bio? La uUnica manera de saberlo es pregun-
tarlo, y ésta es una buena manera de empezar
el estudio de esta secuencia. Los alumnos saben
que “a mayor velocidad, menos tiempo cuan-
do la distancia es constante”, pero es dificil que
comprendan la diferencia entre esta situacion y
decir "voy a hacer un viaje de 150 km a una ve-
locidad de 80 km/h, ;cudnto tardaré en llegar?”.

En la primera situacion se deja abierta la posi-
bilidad de variar la velocidad y, en consecuencia,
el tiempo; en la sequnda, se tienen ya estableci-
da la distancia y la velocidad, por lo tanto, solo
hay una respuesta posible para el tiempo. Dicho
de otra forma, los alumnos muchas veces con-
funden situaciones de variacion con situaciones
que implican ecuaciones.

¢Coémo guio el proceso?

Antes de iniciar el trabajo con esta secuencia, po-
dria platicar con los alumnos acerca de qué tipo de
ideas tienen sobre situaciones como las siguien-

N NS v
a"ta’
%% &‘-\w &x"-\.v

S

&

tes: “¢Como varia la distancia que recorre un au-
tomovil que se mueve a una velocidad constante
conforme transcurre el tiempo?”; ";Qué tanto va-
ria una deuda a cierta tasa de interés cuando pasa
el tiempo?”; "Si lanzan una pelota hacia arriba,
¢;CcoOmo varia su velocidad hasta el punto en que
se detiene?”. Motivelos para que reflexionen acer-
ca de como las representarian matematicamente,
¢qué ideas pueden proponer los alumnos sobre
estas cuestiones?, ;qué otros ejemplos de fend-
menos de variacion pueden aportar? Las respues-
tas de los alumnos constituyen una buena base
para despertar su interés a partir de involucrarlos
en la construccion del proceso de aprendizaje.

Con el fin de ubicar a los alumnos en el tema
de la formulacion y solucion de las ecuaciones
cuadraticas completas, se propone, en la seccion
“Para empezar”, un "truco” que tiene el propdsito
de encontrar rapidamente el cuadrado de un nu-
mero de dos cifras, terminado en 5.

En las actividades 1y 2 de la sesion 1 se expli-
ca que el "truco” se basa en el hecho de que el
producto de dos binomios iguales es un trinomio
cuadrado perfecto. El binomio es (10a + 5), don-
de a es el digito de las decenas y el resultado es
100af@ + 1) + 52 donde a y (@ + 1) representan
numeros consecutivos. Por ejemplo, si el digito
de las decenas es 8, entonces 85 x 85 = 100 x 8
X 9+ 52=7200 + 25 =7225.

En la actividad 3 se propone que los alum-
nos resuelvan un problema que, mediante la
aplicacion de la ecuacion cuadratica completa
3x2—-4x-15=0.

Los alumnos pueden encontrar por ensayo y
error una soluciéon: x; = 3, sin embargo, puede
dificultarseles encontrar la segunda solucion por
el método de factorizacion que conocen, pues
saben hacerlo en los casos donde el coeficiente
del término cuadratico es 1, y en este caso no es
asi. De ahi la necesidad de contar con un mé-
todo general que permita resolver ecuaciones
cuadraticas completas, y aqui el texto propone
la formula general.

Si bien es posible factorizar expresiones como
3x2 — 4x — 15 éste no es un tema para tratar en
educacion secundaria porque implica una exce-
siva y compleja manipulacion algebraica. La fac-
torizacion es 3x2 — 4x — 15 = 3(x — 3)(x +%). Es

decir, la segunda solucion es: x, = —%.
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Algo que puede llamar laatencion de los alum-
nos es que en la formula general para resolver
ecuaciones cuadraticas x = @ aparece el
doble signo + de la raiz cuadrada. Por ello, convie-
ne que recuerde de donde surge ese doble signo.
Una manera de hacerlo se explica a continuacion.

La raiz cuadrada de un numero no negativo
Xx es aquel numero que, multiplicado por si mis-
mo, da como resultado el valor x. Por ejemplo:
V4 = + 2 porque (+2)(+2) = 4; pero también
V4 = -2 porque (-2)(-2) = 4. En general, la raiz
cuadrada de un numero no negativo tiene dos
raices, una positiva y la otra negativa.

La actividad 1 de la sesion 2 propone la resolu-
ciondelproblema planteadoenlaactividad 3dela
sesion anterior mediante la formula general con
el proposito de que los alumnos se familiaricen
COon su uso.

Esto tiene la intencion de que los alumnos re-
conozcan coOmMo se representa el problema con
una ecuacion y que asocien los coeficientes de
los términos de la ecuacion con la formula ge-
neral, para después sustituirlos en ella, como se
indica a continuacion:

Ecuacioén cuadratica Coeficientes

ax2+bx+c=0 a b @

3x2-4x-15=0 3 -4 -15

Al aplicar la formula general al desarrollo de
las dos posibles soluciones, se obtiene:

Formula general para resolver ecuaciones cuadraticas
Primera solucion Segunda solucion
_ —b+yb2-4ac _ —b—+b>-4ac
%= 2a X = 2a
AV A 4015 [ () -V (4 - 406)(-19)
2(3) 2(3)
4+4/196 _4-419% 10 5
G - T 6 6 3

En este caso, las soluciones de la ecua-
cion representan los dos numeros que cum-
plen con las condiciones del problema.

Con respecto al problema que se propone
en la actividad 4 de la sesion 2, los alumnos
pueden darse cuenta de que la ecuacion
cuadratica que lo resuelve se obtiene direc-
tamente de la figura de la pagina 124: el area
de cada andador (ancho) de la alberca es 5x,
y la de cada andador (largo) de ésta es 10x;
ademas, en la figura se observa que las es-
quinas de la alberca son cuatro cuadritos de
X metros por lado y el area de los cuatro es
4x2. La suma de todas estas partes del anda-
dor es 4x2 + 2(5x) + 2(10x) y como el area de
todos es 16 m2, para encontrar el valor de x
(ancho del andador) se plantea la ecuacion
4x2 + 30x = 16, que en la forma general de
la ecuacion cuadratica seria 4x2 + 30x - 16
= 0, cuyas soluciones son x, = 0.5y x, = = 8;
en consecuencia, el ancho del andador solo
puede ser 0.5 m, porque los valores negati-
vOs no pueden representar longitud.

Enelincisoc)delaactividad 6, esnecesario
que promueva que losalumnos observen que
la ecuacion 3x? — 10x = 25 es equivalente a
3x? — 10x — 25 =0.

En la actividad 1 de la sesidon 3 es importan-
te recordar a los alumnos que toda ecuacion
cuadratica tiene dos raices, que pueden ser
distintas o iguales, o incluso pueden no
ser numeros racionales o irracionales. Por
ejemplo, la ecuacion 3x2+ x — 10 = 0 tiene
dos raices diferentes:

X, = %yx2=—2.

Por otro lado, x?+ 2x + 1 = 0O tiene dos raices
iguales, lo cual puede verse si el primer miem-
bro se expresa como producto de dos factores:

X+2x+1=x+1x+1) =0

Entonces, si se habla de las soluciones
de esta ecuacion, podria pensarse en x = -1
(una solucion); pero si se habla de raices,
podria pensarse enx, = -1y x,=-1yeneste
caso las raices son iguales, es decir, la ecua-
cion tiene dos raices iguales o raiz doble.




AV
12)
it

&5

¢ a’ %@3@{%@% it
SRR % e gzﬁs % «.O

¥

S~

5 % R XD @

&35

En la actividad 1 de la sesion 3 es muy
importante que utilice las graficas que apa-
recen en la pagina 125 del libro, para que
los alumnos reflexionen sobre los siguientes
aspectos:

La relacion que existe entre el valor del
discriminante (b? — 4ac) de una ecuacion
cuadratica y el numero de raices.

La representacion geométrica de las rai-
ces de la ecuacion cuadratica, determi-
nada por el valor del discriminante.

El valor del discriminante de la primera ecua-
cion 3x2+ x — 10 = 0 es mayor que cero (es
121), por lo que la ecuacion tiene dos raices
distintas (% y —2) y la grafica de la funcion co-
rrespondiente, corta al eje X en dos puntos,
cuyas abscisas son esas dos raices.

El valor del discriminante de la segunda
ecuacion x2+ 2x + 1 = 0 es cero, y la ecua-
cion tiene dos raices iguales (en este caso
—-1) y la grafica de la funcion corta al eje X
solo en un punto. El vértice de la parabola
es un punto sobre el eje X.

El valor del discriminante de la tercera
ecuacion 3x2-2x + 1 = 0 es menor que cero
(es —8), y la ecuacion no tiene raices frac-
cionarias ni decimales, por lo que la grafica
de la funcién no corta al eje X.

En las actividades 1y 2 de la sesion 4, los alum-
nos deberan llegar a las siguientes respuestas:

a) (2x + 3)2=2(6x+4) = 4x°+ 12x + 9 = 12x
+8 = 4x?+ 1 =0 — No tiene solucién.

b) 8(2 — x)2=2(8 — x)2 = 8(4 - 4x + x?) =
2(64 — 16x + x?) — 6x%>— 96 = 0—x, =4
X, = —4.

c) 3x(x —2) - (x — 6)
1Ix+8=0—>x=

4(

x

w]oo |

= 3)+1
16 _
6

En la actividad 3, inciso a), se pide aplicar
las propiedades de la suma y el producto de
las raices de una ecuacion cuadratica para
verificar si las soluciones de las ecuacio-
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nes de la actividad 1 son correctas. Por
tanto, se desglosa la explicacion para
cada respuesta.

El inciso a) no tiene solucidon porque no
existe ningun numero racional o irracional
que sea la raiz cuadrada de un numero ne-
gativo. En este caso x =f-%

4 -

0

Inciso b) x, + x,=4 -4 =0y %’:EZ 0:
x,(x,) = (4)(-4) ==£=-16y c = -96.

Inciso ¢) x, + x, = 241 - €y
TR ) = hw=Fy o =%

Para resolver la actividad 4, solicite a los
alumnos completar el tridangulo rectangulo
prolongando el radio hasta el extremo D de
la cuerda CD, asi como trazar el segmento
DF, que une los extremos de las cuerdas.

Las medidas del triangulo seran: para la
hipotenusa, 2r y para los catetos, (r + 6) y
12, respectivamente. Al aplicar el teorema
de Pitdgoras, se obtiene: (2r)2= (r + 6)2 +
122. Al simplificar y ordenar los términos de
la ecuacion, se obtiener?— 4r - 60 = 0. Una
de sus soluciones da la medida del radio:
10 cm.

En las actividades de la sesidén 5, los alum-
nos tendran la oportunidad de elegir la herra-
mienta matematica mas eficaz para resolver
un problema dado, en este caso, una ecuacion
de primer grado, un sistema de ecuaciones li-
neales, 0 una ecuacion cuadratica.

En la actividad 1, inciso a), la primera par-
te del problema no ofrece ninguna dificultad:
X + y = 184, pero la segunda parte, si. Una es-
trategia para hallar la ecuacidén que modela
esa segunda parte consiste en suponer que
no hay residuo y la ecuacion es % =2, para
que el residuo sea 7 hay que restar 7 al nu-
merador asi que la ecuacion es X—/ = .

En la actividad 3 se propone la ecuacion
X2+ (x + 12+ (x + 2)> = 110 y se pide elegir de
cuatro problemas los que pueden modelarse con
esta ecuacion; las soluciones son los incisos a) y c).
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Aqui conviene preguntar a los alumnos por
qué los otros dos no corresponden a la ecuacion
planteada.

Para dar respuesta a ello, los alumnos deberan
simplificar y ordenar los términos de la ecuacion
cuadratica y expresarla en su forma normal o ca-
nonica: 3x>+ 6x — 105 = 0 que, al factorizarla,
se obtiene 3(x — 5)(x + 7) = Oy, por lo tanto, las
soluciones de la ecuacion son: x, = 5 x,= =7y
solo la primera solucion es valida para el proble-
ma. Los numeros consecutivos son 5, 6y 7 y el
numero de tres cifras es 567 porque 5%+ 62+ 72
= 110.

En la sesion 6 se proponen dos proble-
mas. Después de que los alumnos los lean,
plantee las siguientes preguntas para pro-
mover la reflexion:

"¢Qué tienen en comun estos proble-
mas?"; ";En qué son diferentes?”; ";Alguno
de ellos se resuelve mediante una ecuacioén
cuadratica?;Cual?"; "Para resolver uno de
ellos, iconviene elaborar una tabla de valo-
res?”; "Si en ambos se representa la medi-
da del ancho del rectangulo con la literal a,
;como se representa la medida del largo en
funcion de la medida del ancho?”.

En el primer problema, las medidas de los
lados pueden representarse de la siguiente
manera: ancho = a, largo = 8 — a. Conse-
cuentemente, el area sera a(8 - a). Como
no se especifica numéricamente el area,
habrd que elaborar una tabla de valores
para calcular las posibles areas del galline-
roy determinar cual seria la mayor. De esto
se concluye que el gallinero de mayor area
tendria forma cuadrada de 4 m por lado.

Con respecto del problema 2, la repre-
sentacion algebraica del area es también
a(8 — a), pero como aqui si se conoce el va-
lor numérico del area (15 m?), puede plan-
tearse la ecuacion que permite encontrar la
medida de los lados del gallinero: a(8 — a) =
15, cuyas soluciones sona, = 3y a,= 5.

Pautas para la evaluacion formativa

Para valorar el avance de los alumnos, observe

si logran:

e Resolver algebraicamente ecuaciones cua-
draticas completas e incompletas.

e Representar graficamente situaciones que
implican funciones lineales y cuadraticas.

e Determinar el tipo de raices de una ecua-
cion cuadratica a partir del valor del
discriminante de la formula general para re-
solver ecuaciones cuadraticas.

o l|dentificar las raices de una ecuacion en la
grafica correspondiente.

¢Coémo apoyar?

Es probable que algunos alumnos aun tengan
dificultades para simplificar y ordenar ecua-
ciones cuadraticas para obtener su forma ge-
neral o canodnica. Si esto sucede, sugiérales
que revisen las secuencias sobre expresiones
equivalentes.

También puede proponer situaciones proble-
maticas adicionales que impliquen la represen-
tacion algebraica de funciones cuadraticas y de
ecuaciones asociadas a ellas.

Por ejemplo:

Considere la funcidon cuadratica y = x>+ 2x — 3.
e Pida elaborar una tabla de valores de esta fun-

cion para determinar si tiene un valor maximo

0 un valor minimo.

e ;Cual es ese valor? ;Es maximo o minimo?
e ;Cuales son las raices de la ecuacion asociada

a esa funcion?

¢Coémo extender?

Si observa que los alumnos resuelven con fa-
cilidad algun problema, pidales que inventen
uno para que lo resuelva todo el grupo y ten-
gan claridad de cual o cuales son las posibles
soluciones.
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Tiempo de realizacion

4 sesiones

Eje tematico

Numero, algebra y variacion

Tema

Funciones

Aprendizaje esperado

Analizay compara diversos tipos de variacion a partir de sus representaciones tabular,
grafica y algebraica, que resultan de modelar situaciones y fendmenos de la fisica y
de otros contextos.

Intencidén didactica

Que los alumnos resuelvan problemas que implican el analisis de la relacion de varia-
cion cuadratica para conocer sus propiedades y caracteristicas y las pueda expresar
algebraicamente.

Recursos audiovisuales

Audiovisuales
» Maximizacion de dreas en un proyecto de acuaponia
e Modelacion de fenomenos con funciones cuadraticas

e informaticos para el

alumno Informatico

» Elementos y caracteristicas de una funcion cuadratica

Bibliografia

Materiales de apoyo

para el maestro Recursos audiovisuales

» “Cada gota cuenta” (22 de diciembre de 2020), en FAO. Disponible en
http://www.fao.org/fao-stories/article/es/c/1113809/

* Interpretacion de graficas con secciones curvas
e Relaciones funcionales con variacion cuadratica

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesionl. Analicenelcrecimientoydecrecimien-
to cuadratico a partir de las representaciones
tabulary grafica para determinar un punto ma-
Xximo y expresar algebraicamente la situacion.

e Sesion 2. Resuelvan problemas a partir de ela-
borar e interpretar la representacion tabular y
graficaque describe el crecimiento cuadratico.

¢ Sesion 3. Comparen las representaciones ta-
bular y grafica para interpretar los valores que
representan un fendmeno que tiene una va-
riacion de segundo grado.

e Sesion 4. Resuelvan problemas que implican
conocer las propiedades y caracteristicas de
la funcion cuadratica a partir de sus distin-
tas representaciones, poniendo énfasis en el
eje de simetria y el vértice de la parabola, asi

como en la informacion que aportan sobre la
situacion que representan.

Acerca de...

Las funciones cuadraticas permiten examinar y
describir un tipo de crecimiento uniforme. Elana-
lisis de las caracteristicas de las funciones cua-
draticas en la resolucion de problemas, cuando
se representan en graficas y en tablas, permitira
construir modelos a partir de ellas. Algunas de las
caracteristicas de las funciones cuadraticas que
se exploraran son la simetria y los puntos maxi-
mos y minimos que corresponden al vértice de
la parabola. Se espera que los alumnos pasen
gradualmente de realizar la representacion punto
por puntoy solo con valores enteros para obtener
y analizar la grafica, a anticipar la localzacion del
vértice y del eje de simetria de la parabola a partir
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de graficar ciertos puntos, que no necesariamen-
te seran valores enteros, para ver el comporta-
miento de la funcion.

Asimismo, se trabajara con numeros naturales,
fracciones y decimales. No solo se utilizan esos
numeros en los calculos, sino que, al evaluar las
funciones cuadraticas, aparecen numeros con
expansion decimal infinita, es decir, nUmeros ra-
cionales e irracionales.

Es importante que, en estas circunstancias, se
ponga énfasis en lo que significa la aproximacion
a un numero de cifras decimales que se decida
apropiado para operar. El uso de una calculado-
ra puede ser de apoyo para los calculos corres-
pondientes.

Sobre las ideas de los alumnos

En secuencias pasadas, los alumnos se han acer-
cado al concepto de variacion cuadratica, pero
muchos de ellos pueden tener aun ideas poco
claras sobre lo que significa. Por ejemplo, es pro-
bable que algunos alumnos piensen que una
funcion cuadratica solo puede crecer o decrecer
y no se dan cuenta de que en una parabola se
encuentran ambos tipos de comportamientos:
cuando la parabola abre hacia abajo, el compor-
tamiento es primero creciente y después decre-
ciente (como en el caso de una pelota que se
avienta hacia arriba y luego cae al suelo), mien-
tras que, cuando la parabola abre hacia arriba, el
comportamiento es primero decreciente y des-
pués creciente (como en el caso de una cadena
que se encuentra agarrada entre dos soportes).
Esimportante que haga notar esto a los alumnos,
para que comprendan que el comportamiento
creciente o decreciente depende del punto de
vistadesde el que se vea la funciony como se mo-
dele el sistema que se esta estudiando.

Por otro lado, los alumnos pueden pensar
que el comportamiento de las parabolas es no
uniforme porque no se comporta como una li-
nea recta; en este punto es primordial que les
comente que una funcion (sea lineal o cuadra-
tica) se considera uniforme y constante siempre
que su forma sea simétrica respecto a alguno de
sus ejes, esto es, que su forma sea predecible.

Por ejemplo, en fisica, el crecimiento de la
aceleracion con respecto al tiempo es cuadra-

tico, creciente y constante al mismo tiempo, ya
que siempre es simétrico con respecto a su eje.

¢Coémo guio el proceso?

Antes de comenzar el trabajo con esta secuencia,
si le es posible vea con sus alumnos estos videos
acerca de algunos proyectos de acuaponia exito-
SOs en nuestro pais: https://www.youtube.com/
watch?v=xgNOmzOKoz8, https://www.youtube.
com/watch?v=BhPabu3bYY8, https://www.you
tube.com/watch?v=nDtHcyn0D64

Posteriormente, lea con ellos la seccion “Para
empezar”y pidales que analicen el diagrama pro-
puesto. Comente lo que significa la produccion
sustentable. Es un momento en el cual, depen-
diendo del contexto de susalumnos, puede apro-
vechar para que hablen de sus conocimientos o
de la relacion con el cultivo de plantas y el cui-
dado de peces o cualquier otro ser vivo. Esto
servird para responder y discutir en torno a las
preguntas que se presentan.

En la actividad 1 de la sesidon 1 conviene que
analicen la imagen y entiendan bien qué les
plantea el problema. Tal vez sea necesario que
oriente a los alumnos para determinar que los
catetos del triangulo superior miden x, y por lo
tanto, la medida de la altura del rectangulo es la
misma que los catetos del otro triangulo, esto
es (13 — x). Los alumnos pueden verificar que los
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triangulos son semejantes. En este tipo de activi-
dades conviene que se exploren las razones para
elegirodescartarlasgraficasyasisustentarlaelec-
cion. Por ello, no es suficiente tabular algunos
puntos, pues hay cuestiones particulares que
deben refinarse y sustentarse. Si observa que por
lo general los alumnos trabajan con numeros en-
teros o que tienen dificultades para la eleccion
de la grafica, puede sugerir el llenado de una
nueva tabla que complemente la que ya llena-
ron. Por ejemplo:

el et eed| ‘ca’ sty @
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maximo que, en este caso, es la cantidad optima
de suplemento alimenticio para que los peces
aumenten el mayor peso posible.

En la actividad 2 puede reflexionar con ellos
acerca de los puntos donde la parabola corta
al eje X, las abscisas de estos puntos son las rai-
ces de la ecuacion de segundo grado, lo cual se
estudio en la secuencia 22, de las cuales solo
un valor responde al problema, en este caso la
raiz positiva. Otro analisis es acerca del vértice
de la parabola que representa la ganancia maxi-
ma del peso de los peces por semana.

6.2 6.3 6.4

(m)

rea A(x)

6.6

Podran notar que las coordenadas
del vértice V(2.5, 2.4) coinciden con
los valores de ciertos términos de la
funcion:

6.7

Esta tabla se puede analizar colectivamente
y les ayudara para ver cual es el comportamiento
de la grafica. Algunos alumnos pudieran no iden-
tificar que la solucion del problema planteado co-
rresponde a la mitad de la parabola porque, en
el momento en que la medida del largo del rec-
tangulo es igual a la medida de su ancho, es de-
cir, cuando se forma el cuadrado, los siguientes
valores formaran rectangulos con los mismos
valores, pero ahora los valores de la base seran
los de la altura, esto significa que se invierten. Las
preguntas de los incisos b) y d) pueden ayudar a
esta reflexion. Cuando un alumno se dé cuen-
ta de esto, sera importante orientarlo para que
asocie este hecho con la simetria de la grafica y
con su punto maximo, obteniendo las mismas
medidas y el area maxima del rectangulo, lo cual
ayudara a sus respuestas en la actividad 3.

Lea con el grupo el problema de la prime-
ra actividad de la sesion 2 para que les ayude a
comprenderlo. Puede poner como ejemplo que
el suplemento alimenticio, como algunos otros
alimentos, puede ser bueno en cierta medida,
pero si se excede su consumo, se vuelve con-
traproducente. Solicite a los alumnos que di-
gan qué tipo de alimentos pueden causar estos
efectos (sal, azucar, entre muchos otros). Para
responder las preguntas de los incisos, los alum-
nos deberan profundizar en el significado de la
simetria de la parabola y, una vez que la grafi-
quen, reflexionar sobre qué representa el punto

y=-3(x-25)*+24

Es importante que para este tipo de funciones
los alumnos identifiquen que el eje de simetria
es una recta paralela al eje Y, que pasa por el vér-
tice de la parabola. Revise esta propiedad para
cada parabola que grafiquen o que se examinan
a lo largo de la secuencia.

En la sesion 3, los alumnos contindan el traba-
jo de analizar las graficas, tablas y expresiones de
las funciones cuadraticas, sus propiedades y ca-
racteristicas. Pero también se pretende que en-
tiendan mejor el sistema de acuaponia y como
influye en lo que le pasa a los peces y al cultivo
de las plantas, y como esto se puede modelar
matematicamente.

Al tabular los valores tendran los elementos
suficientes para discriminar y elegir la grafica que
representa la funcion del problema. Pida a los
alumnos que argumenten por qué eligieron la
grafica, pero también por qué descartaron las
otras tres; esto les llevara necesariamente a refe-
rirse a las caracteristicas de cada grafica y com-
prender mejor qué papel tiene cada término. Una
vez que transformen la expresion algebraica de
una forma a otra, reflexionen sobre lo que repre-
sentan los valores de los términos en cada una
de las expresiones. Por ejemplo, podran no-
tar que en la expresion general de la parabola
y = ax?*+ bx + ¢, ¢ es donde ésta corta el eje de
las ordenadas, y en la funcion

-0.05(x — 3.5)2 + 0.8,

So

8 ¢
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aparecen las coordenadas del vértice La actividad 6 permitira a los alumnos que ar-
V(3.5, 0.8). gumenten sus respuestas con base en lo que han

En las actividades 2 y 3 se quiere que los alum-
nos analicen las graficas y determinen si quieren
usar el suplemento para que tanto peces como
plantas saquen el mejor beneficio, que los pe-
ces salgan mas beneficiados que las plantas o
viceversa. Aqui no hay una respuesta correcta
O incorrecta, se trata de interpretar la informa-
ciony que el responsable determine qué valores
son los convenientes.

En la sesion 4 los alumnos continuan analizan-
do diversos aspectos sobre la alimentacion de
los pecesy las ganancias que se obtienen en una
venta.

Esla primeravez en la secuencia que los alum-
nos trabajan con una expresion que tiene coefi-
ciente positivo para el término cuadrado de la
funcion:

N(s) = 2.25s? — 9s + 11.

Cuestione e identifique qué razén dan los
alumnos para que el cambio de signo determi-
ne el sentido de apertura de la parabola. Esto ya
lo han visto antes, sobre todo en las secuencias
relacionadas con ecuaciones de segundo grado,
pero ahora se pretende que lo vinculen con el
contexto del problema. Por ejemplo, que la pa-
rabola “abra hacia abajo” significa que primero
hay un crecimiento y luego un decrecimiento.
Es necesario que vinculen este razonamiento
con los problemas y modelos de cada situacion
presentada. En esta sesion deben quedar claras
las propiedades de las parabolas, el significado
y la interpretacion que tienen en los diferentes
problemas planteados en las sesiones. En el pro-
blema de ganancias es importante que vean que
no siempre vender mas caro implica mayor ga-
nancia. Se propone abrir el didlogo de reflexion
con la siguiente pregunta: “;Comprarian un libro,
un juego o un alimento que, aungue les gustara
mucho, estuviera muy caro?”.

Una idea puede ser que los precios muy altos
disminuyen las ventas. En el siguiente problema
puede dejar a los alumnos que investiguen pre-
viamente qué efectos tienen los nitratos en los
peces y en las plantas para que tengan mas ele-
mentos sobre la acuaponia.

analizado hasta ahora.
Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se

logra la intencion didactica que aparece en la

ficha descriptiva, es necesario hacer un registro
para cerciorarse de que los alumnos realizan lo
siguiente:

» Argumentan su eleccion entre las graficas que
modelan un problema.

e Analizan el crecimiento y decrecimiento cua-
dratico a partir de las representaciones tabular
y grafica.

e Determinan los puntos maximo o minimo de
una parabola y los identifican en la expresion
algebraica que modela un problema.

e Resuelven problemas a partir de observar e
interpretar la representacion tabular y grafica
de un fendmeno que se modela con una fun-
cion cuadratica.

¢Cémo apoyar?

Es probable que los alumnos tengan dificultades
para trazar las graficas de las actividades 2y 3 de
la sesion 3, por lo que se sugiere las lleve grafica-
das en formato grande para analizarlas con todo
el grupo vy, a partir de los diferentes argumen-
tos, sean capaces de tomar la decision que crean
mas conveniente.

¢Coémo extender?

Puede formalizar y profundizar sobre lo que al-
gunos alumnos tal vez pudieron haber nota-
do: si la expresion de la parabola es de la forma
y = alx — h)?> + k, podemos encontrar de in-
mediato el vértice de la parabola que es (h, k);
si la expresion de la parabola es de la forma
y =ax?+ bx + ¢, podemos encontrar de inmedia-
to el punto donde la grafica de la funcion inter-
seca al eje Y. Este punto es (0, ¢).

Ademas, podria pedir a los alumnos que den
ejemplos de funciones cuadraticas crecientes,
decrecientes y constantes, y que comenten sus
hallazgos con sus comparieros de grupo.
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Poligonos semejantes 3

(LT, Vol. I1, pags. 142-151)

Tiempo de realizacion

4 sesiones

Eje tematico

Forma, espacio y medida

Tema

Figuras y cuerpos geométricos

Aprendizaje esperado

Construye poligonos semejantes. Determina y usa los criterios de semejanza de triangulos.

Intencion didactica

Que los alumnos resuelvan problemas que implican utilizar la semejanza de
triangulos para calcular medidas de distancias inaccesibles.

Recursos audiovisuales
e informaticos para el
alumno

Audiovisuales
e Estimacion de distancias usando el pulgar

Informatico
e Cdlculos de distancias usando la semejanza de triangulos

Materiales de apoyo
para el maestro

Recursos audiovisuales
* Aspectos didacticos de la ensefianza de los poligonos semejantes

e Acerca de los criterios de semejanza

e Medir utilizando el pulgar. Disponible en https://www.youtube.com/
watch?v=JPOaN-VzF5U (Consultado el 9 de diciembre de 2002).

diciembre de 2002).

» Método de medicion de distancias inaccesibles. Disponible en https://www.
youtube.com/watch?v=r2Fqg3FnklE&feature=youtu.be (Consultado el 9 de

¢Qué busco?

Que los alumnos:

Sesion 1. Utilicen el método de sombras basado
en la aplicacion de los criterios de semejanza
de triangulos AA y ALA para calcular alturas.
Sesion 2. Utilicen el concepto de reflexion de la
luz para calcular alturas inaccesibles y com-
paren las estrategias empleadas para determi-
nar cual es la mas util ante las condiciones y
los datos de cada situacion.

Sesion 3. Usen el método de paralaje y planeen
estrategias para aplicar la semejanza de trian-
gulos en la resolucion de problemas que im-
plican el calculo de una distancia inaccesible.
Sesion 4. Resuelvan problemas que implican el
uso de los criterios de semejanza de triangu-
los para obtener medidas de longitudes inac-
cesibles en diversos contextos.
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Medir es una de las acciones que mas han rela-
cionado las matematicas con la vida cotidiana
a lo largo de la historia del ser humano. Asimis-
mo, medir y estimar longitudes es una de las
actividades matematicas que pudieran resultar
mas cercanas y practicas al contexto de los
alumnos. Por otro lado, los criterios de seme-
janza ofrecen a los alumnos un recurso que
les permite calcular medidas inaccesibles. Para
ello, deberan hacer abstracciones, conjeturas y
generalizaciones, asi como validar criterios que
les serviran para conocer y profundizar en las
propiedades geométricas de los triangulos.

Los alumnos han trabajado en secuencias ante-
riores con la semejanza de poligonos, los criterios
de congruencia y semejanza de triangulos, lo cual
les abre la posibilidad de usarlos para resolver
problemas de medicion, sobre todo para hacer
calculos de medidas inaccesibles.

Sobre las ideas de los alumnos

Algunos alumnos tal vez aun tengan dificultades
para usar adecuadamente los criterios de semejan-
za de tridngulos. Por ejemplo, podrian argumentar
que los triangulos de la primera actividad de la se-
sion 1 son semejantes, de acuerdo con el criterio
AAA, dado que los angulos alfa, beta y gama son
iguales entre si. El planteamiento es incorrecto,
pues aunque estos angulos si son iguales, el crite-
rio sefalado es respecto a los tres angulos de cada
triangulo, y es suficiente con tener dos angulos
correspondientes iguales.

¢Coémo guio el proceso?

Lea y comente con los alumnos la seccion “Para
empezar”. En primer lugar, resalte la importancia
de los bosques, poniendo atencion a las cues-
tiones medioambientales y a las productivas. El
buen cuidado de los bosques y las selvas per-
mitird un mayor beneficio para todos a lo largo
del tiempo, mientras que una sobrexplotacion
solo da beneficios a unos cuantos en el corto
plazo. Ademas de las preguntas sugeridas, pue-
de formular otras, como: “;Por qué razones se
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cortan los arboles?”; “;Como se puede deter-
minar cuando conviene cortar un arbol?”. Esto
los puede llevar a respuestas relacionadas con
la medicion, y asi después comprender qué uti-
lidad tendria la semejanza en estas situaciones.

En la secuencia, los alumnos deberan usar la
semejanza de triangulos para resolver diversos
problemas de medicion. Para ello, debera deter-
minar cuales triangulos son semejantes y por qué,
identificando la correspondencia de lados y angu-
los. A partir de los datos conocidos o accesibles,
utilicen los criterios de semejanza, establezcan la
razon de semejanza y calculen las medidas que
faltan o que no se pueden medir directamente.

En las sesiones 1y 2 se espera que los alum-
nos determinen las alturas de arboles a partir de
diversos procedimientos y las condiciones que
se establecen.

En la actividad 1 de la primera sesion, se pide
que se encuentren las alturas de dos arboles, te-
niendo como referencia las medidas de las som-
bras que proyectan una persona y los arboles a
una cierta hora del dia. Por un lado, se pretende
que los alumnos argumenten por qué son seme-
jantes los tres triangulos que se forman aplicando
correctamente el criterio AA, ya que las medidas
de los tres angulos correspondientes en los tres
triangulos son iguales. Ayude a quienes tengan
dificultades para determinar la relacion de corres-
pondencia entre los angulos de los tres triangulos
orientandolos para encontrar la incidencia de los
rayos del sol y determinar los angulos que tienen
la misma medida debido a la condicion de para-
lelismo y la verificacion de la semejanza. Es nece-
sario hacerles notar que el angulo formado por el
arbol 'y su sombra mide 90°. Por otro lado, se pre-
tende que encuentren la razon de semejanza en
cada caso, o las relaciones de proporcionalidad
que les permitan hacer las operaciones necesa-
rias para determinar las alturas que se piden.

Razén de semejanza entre el
triangulo que forma la altura de
Josefina y su sombra respecto a
la altura del arbol 1y su sombra.

Razdn de semejanza entre el
triangulo que forma la altura de
Josefina y su sombra respecto a
la altura del arbol 2 y su sombra.

3.75

z

= 1.60

X
1.60

OSIEN

&%t 5 RS s



\/

&G

En la actividad 2, se propone a los alumnos
que utilicen otro procedimiento para encontrar
la altura de un arbol, ya que ahora los datos co-
nocidos son las distancias entre los arboles y el
observador, y la altura del arbol mas cercano al
que observa, %2 = J% por lo que x = 6.

Recuerde que lo importante es establecer las
relaciones geométricas entre las figuras y no
calcular las dimensiones y obtener la medida.
Asi que los argumentos vy las justificaciones de
los alumnos deberan reflejar el razonamiento
geomeétrico que han desarrollado.

En la sesion 2 se presenta un par de estrate-
gias mas para medir las alturas inaccesibles. En la
actividad 2 se plantea la primera estrategia don-
de se observa que no basta con encontrar la me-
dida del cateto que corresponde a la altura del
triangulo mas grande, sino que hay que sumar la
altura del otro arbol

4.

1.

()
=X

de donde x = 3.5 my al sumar 2.5 m, que corres-
ponde a la altura del arbol conocido, la altura del
otro arbol es de 6 m.

En la actividad 3 se presenta la sequnda estra-
tegia, en la que es necesario comprender en qué
consiste la reflexion de la luz y como los angulos
de incidenciay de reflexion son iguales. Explore el
concepto de dngulos complementarios respecto
al angulo que forman la recta normal y el espe-
jo, para que tengan los datos necesarios de los
tridngulos que se forman entre el punto mas alto
del arbol y los ojos de la nifia. Deberan observar
que se forman tridangulos semejantes que tienen
un vértice comun, como el que aqui se muestra.
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En esta sesion se presentan varios datos interesan-
tes que conviene que discuta con los alumnos para
que continuen con la reflexion sobre el cuidado y
aprovechamiento de los bosques.

También puede ver el recurso sugerido en la
seccion “Visita la biblioteca” para complemen-
tar la informacion. Si le es posible, muestre a sus
alumnos fotografias del arbol del Tule y comente
acerca de la medida de la envergadura de una
persona adulta para que estimen el perimetro
aproximado del tronco de este arbol. Ademas,
vale la pena identificar la estrategia mas adecua-
da para calcular su altura. También podria pedir
a sus alumnos que hagan mediciones de la altu-
ra de algunas cosas que haya en la escuela, por
ejemplo la canasta de basquetbol, el asta de la
bandera, el tamarfio de algun arbol, etc., con el
fin de poner en practica los conocimientos es-
tudiados en esta secuencia. Al final se dan suge-
rencias de como extender esta actividad.

En la sesion 3 se propone un par de construc-
ciones geométricas y un método de estimacion
que les permitird a los alumnos calcular la dis-
tancia de un punto a otro cuando no se puede
acceder de forma directa.

En la primera actividad es importante que
comprendan la construccion y por qué los trian-
gulos que se forman son semejantes y utiles
para encontrar la distancia deseada. Si lo consi-
dera pertinente, pida que, sin ver la imagen, los
alumnos sigan las instrucciones del libro. Es de-
cir, que se paren en un punto en el patio de la
escuela y elijan un arbol o cualquier otro objeto
(poste, edificio) que sirva como referencia. Sigan
las instrucciones, cotejen que su construccion
haya sido bien realizada y, después, verifiquen
la precision de la medida que obtuvieron, mi-
diendo con un metro dicha distancia (en caso de
que ésta fuera accesible). En la segunda activi-
dad, tiene que cerciorarse de que los alumnos
tomen como elemento importante la medida
de los angulos para trazar la construccion auxi-
liar de triangulos semejantes. Observe que si un
angulo es de 60°, conviene que el triangulo que
se forma entre el arbol, el punto de referencia
de Lucia y el de Josefina, sea equilatero, con lo
cual se pueden formar dos triangulos rectangu-
los isOsceles.
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El método del pulgar para el calculo de distan-
cias es otra actividad que se puede realizar dentro o
fuera del aula. El objetivo es que vean como la se-
mejanza interviene en este método de estimacion
y no tanto la precision de la medida, pues como se
vera, su precision dependera de que la estimacion
o el conocimiento de una longitud sea acertada.
Vea el audiovisual correspondiente para que quede
claro este método. Después, cuando comparen los
resultados que obtuvo cada pareja respecto a las ra-
zones que hay entre la distancia del pulgar a los ojos
y la distancia que hay entre los ojos, podran ver que
los calculos se facilitan, pues esta razon se aproxima
mucho a 10 y se puede generalizar.

distancia del pulgar al ojo
distancia entre ojos

Después de leer el recuadro con la explica-
cion del método de paralaje, comente coémo
este método se usa para calcular distancias en
el espacio, por ejemplo, la que hay de la Tierra
a una estrella dentro de nuestra galaxia. Esto lo
pueden comentar con mas detenimiento y ma-
yor profundidad cuando vean la secuencia “Ra-
zones trigonométricas 3", posterior a ésta.

En la sesion 4, los alumnos resolveran proble-
mas que implican poner en juego lo aprendido
acerca de la semejanza de tridangulos para obte-
ner medidas de longitudes en diversos contextos.

&

Pautas para la evaluacion formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se
logra la intencion didactica que aparece en la fi-
cha descriptiva, es necesario hacer un registro
para cerciorarse de que los alumnos realizan lo
siguiente:

Aplican los criterios de semejanza de triangu-
los para calcular las alturas usando el procedi-
miento de las sombras.

Usan diversas estrategias para el calculo de al-
turas y determinan cual de ellas es mejor, segun
las condiciones y los datos que se presentan.
Resuelven problemas que implican recurrir
a las estrategias estudiadas sobre el uso de la
semejanza de triangulos para obtener medidas
de longitudes en diversos contextos.

¢Coémo apoyar?

Si observa que los alumnos tienen dificultades para
comprender como establecer las relaciones de co-
rrespondencia entre los lados y angulos de los
triangulos para determinar si son semejantes o
no, destaque los datos que se conocen o pro-
porcionan en cada actividad, desde los trazos y
los triangulos que se forman. Por ejemplo, en la
actividad 1 de la primera sesion, se conoce el ta-
mafo de la sombra que proyectan cada arbol y
la persona a una hora determinada, y la altura
del observador, ademas de la condicion de para-
lelismo de los rayos para formar las hipotenusas
de los triangulos.

En el caso de la actividad 2 de la sesion 1, puede
destacar que las distancias a las cuales se encuen-
tran los arboles y el observador, que en este caso
es Josefina, describen la distancia horizontal,

pues estan al ras del suelo.

Vision del
observador

Altura
conocida

Distancia
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En la sesion 2, el cateto que sirve de base de
los triangulos esta desplazado; sin embargo, es po-
sible determinar una distancia horizontal comun,
debido a que ambos triangulos coinciden en un

punto.

Altura de vision
del observador

\_

Si prolonga la hipotenusa y los catetos que
forman la base de los triangulos, los alumnos
podran observar que el dibujo corresponde a li-
neas paralelas cortadas por una transversal, con
lo cual se espera que identifiquen las relaciones

de angulos correspondientes que existen.

\_

¢Coémo extender?

Entre las sesiones 2 y 3, o al final de la secuencia,
puede pedir a sus alumnos que salgan a medir la
altura de los objetos con los diversos métodos
aprendidos o con alguna alternativa que disefien
entre todos. Por ejemplo, en la actividad 2 de la
sesion 1, se usa la altura conocida de un arbol
para calcular la de otro. En lugar de tener un obje-

to fijo, pueden usar un metro de madera, una vara
0 a un companero que les sirva como referencia.
Puede formar equipos y pedir que todos midan
la altura de los mismos objetos, pero cada uno
con un método diferente. También puede pedir
que cada equipo mida un solo objeto, pero con
todos los métodos aprendidos, ademas de algu-
no que usted les haya mostrado. Esto les servira
para comparar medidas, porque sin duda habra
diferencias. Comenten a qué se deben dichas di-
ferencias; esto es importante porque no depen-
den solo de hacer bien las operaciones ni de usar
bien o mal las propiedades de semejanza, sino
de diferencias que puede haber en las longitudes
que sirvan como referencia, por ejemplo el des-
plazamiento del metro al medir distancias hori-
zontales entre un objeto y otro, o la mala posicion
del espejo o de la mirada del observador, entre
otros factores que influyen al realizar una medi-
cion precisa. Se sugiere comentar cmo y cuan-
do se necesitan hacer medidas mas precisas y
cuando puede haber ciertos margenes de error.
También se puede comentar qué significa calibrar
las medidas y como podrian calibrar los métodos de
medicion para saber mas o menos cual es el mar-
gen de error de cada uno. Por ejemplo, se pue-
de medir la altura de una canasta de basquetbol
o un edificio, del cual se sepa la altura exacta, para
comparar su resultado con la medida ya conocida.
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Razones trigonométricas 3

(LT, Vol. II, pags. 152-161)

Tiempo de realizacion 5 sesiones

Eje tematico Forma, espacio y medida

Tema

Figuras y cuerpos geométricos

Aprendizaje esperado

Resuelve problemas utilizando las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

Intencion didactica

Que los alumnos analicen algunas caracteristicas y relaciones de las razones trigo-
nomeétricas y resuelvan problemas en diversos contextos.

Audiovisual
Recursos audiovisuales
e informaticos para el

alumno Informatico

e Maravillas de la trigonometria

e Cdlculo de distancias y angulos

Materiales de apoyo Recurso audiovisual

para el maestro

e Aspectos diddcticos de la ensefianza de la trigonometria

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Calculen alturas inaccesibles con el
apoyo de un instrumento y el uso de las razo-
nes trigonomeétricas.

¢ Sesion 2. Usen las razones trigonomeétricas
para calcular alturas y distancias.

¢ Sesion 3. Resuelvan problemas que impliquen
calcular la medida de los angulos agudos de
triangulos rectangulos a partir de la medida
de los lados.

¢ Sesion 4. Determinen el valor del seno, el co-
seno y la tangente de los angulos de 30°, 45°
y 60° y reconozcan algunas relaciones entre
ellas.

e Sesion 5. Reconozcan los intervalos entre los
que se mueven los valores de las razones seno,
coseno y tangente y determinen si estos va-
lores crecen o decrecen en los angulos de
0°a90°.

Acerca de...
En la secuencia 7, los alumnos resolvieron proble-

mas que requerian el uso de razones trigonomeé-
tricas recurriendo a procedimientos informales; en

la secuencia 16, conocieron y estudiaron las de-
finiciones de las razones seno, coseno y tangen-
te de un angulo. En esta secuencia se espera que
resuelvan problemas aplicando lo que han apren-
dido sobre trigonometria y logren establecer al-
gunas relaciones entre las razones trigonomeé-
tricas. Por ejemplo que sen 30° = cos 60°. Esto
es, que el seno de un angulo es igual al coseno
de su complemento, y que al dividir el seno de
un angulo entre el coseno del mismo angulo se
obtiene su tangente. No es el propdsito esencial
que los alumnos memoricen estas relaciones,
lo importante es contribuir a la idea de que en
matematicas hay conceptos que guardan rela-
ciones muy estrechas, como en este caso de las
razones trigonomeétricas.

Sobre las ideas de los alumnos

La mayoria de los alumnos construyen los con-
ceptos matematicos de manera aislada, sin iden-
tificar las estrechas relaciones que hay entre
ellos. Por ejemplo, estudian la multiplicaciony la
division creyendo, erroneamente, que son dos
operaciones que nada tienen que ver entre si.
De ahi la necesidad de seleccionar problemas
que les permitan establecer relaciones entre di-
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ferentes conceptos. Muchas veces los alumnos
aplican las razones trigonometricas en triangu-
los que no son rectangulos, es decir, generalizan
para todos los triangulos las mismas relaciones,
por lo que es importante aclarar esto.

¢Coémo guio el proceso?

Enlasesionl, losalumnosresolveranun caso prac-
tico: mediran indirectamente, y haciendo uso de
la trigonometria, una altura elegida por ellos. Para
lograrlo, construiran un instrumento que les per-
mitira conocer la medida del angulo que podran
emplear para calcular la altura elegida. Es impor-
tante que considere el tiempo que los alumnos
tardaran en construir el instrumento. Si lo cree
pertinente, puede dejarlo de tarea en lugar de ha-
cerlo en clase, dependera del tiempo con el que
cuente para estudiar la secuencia.

Se espera que los alumnos noten que el angu-
lo que deben emplear es el que aparece marca-
do en el diagrama con la letra x.

Distancia hacia el objeto

\

Y también se espera que observen que ese an-
gulo es el complemento del angulo que forma el
hilo con el popote, pues el angulo X es opuesto
por el vértice al complemento del angulo que se
forma con el hilo y el popote. Por ejemplo, si el
angulo entre el popote y el hilo es de 50°, en-
tonces el angulo X es 90° — 50° = 40°. Si esto
Nno ocurre asi, se sugiere ayudarlos a reflexionar
acerca de ello.

Respecto a la distancia que hay hasta el obje-
toy la altura del observador, los alumnos podran
elegir si determinan esas distancias en metros
y centimetros. Para ello pueden usar una cinta
meétrica, una regla, el metro del juego geomé-

trico del maestro o una cuerda y luego medir
la cuerda con el instrumento con el que cuen-
ten. Asimismo, si asi lo deciden, también pueden
usar una unidad de medida que se use en la lo-
calidad en la que viven y que sea adecuada para
longitudes.

Sibien en la actividad 2 se indica que en la pagi-
na 180 de su libro hay una tabla de valores de las
razones trigonomeétricas, los alumnos pueden usar
una calculadora cientifica si cuentan con ella.

Son comunes dos errores en esta actividad.
Uno es que los alumnos crean que tienen que
usar el valor del angulo que forma el hilo con el
popote, y el otro es que olviden aumentar al re-
sultado la altura desde la cual se observa. Si al
monitorear el trabajo de los alumnos observa
alguno de estos errores, puede apoyar con pre-
guntas como: “;Cual es el triangulo rectangu-
lo que van a considerar?”; “;El angulo que estan
tomando en cuenta forma parte de ese trian-
gulo?”; “sYa consideraron la altura desde la cual
se observa?”.

Supervise que elaboren los diagramas que se
piden en la actividad 3. Si varios equipos eligie-
ron medir la misma altura es importante que en
la puesta en comun se comente, si obtienen re-
sultados diferentes, si esto se debe a un error de
medida (de las distancias o del angulo), o es un
error de calculo (se equivocan al hacer las ope-
raciones), o bien un error de imprecision en los
instrumentos utilizados; esto ultimo es comun
porque las herramientas con que cuentan son
inexactas, incluso si se usan de manera correcta.
También es importante que se tenga en mente,
a lo largo de toda la secuencia, que la mayoria
de los valores de las razones trigonomeétricas de
las tablas son aproximaciones. Es probable que
los alumnos que recurran a la calculadora en-
cuentren un resultado y los que usen las tablas,
otro, debido a que en la pantalla de la calcu-
ladora aparecen mas numeros a la derecha del
punto decimal; no obstante, si los calculos son
correctos, los resultados son muy aproximados.

Los problemas de la sesion 2 se han elegido
de tal manera que los alumnos tengan que em-
plear alguna de las tres razones trigonomeétricas
que han estudiado. En la primera actividad, para
calcular la altura del asta bandera tienen el valor
de un angulo y su cateto adyacente y necesitan




e

&0

s e A YO A S N 7
R @R @ il @t @ L
F ST WO S T SO
S R S A S R 5 S e {?%ﬁ@ﬁ

calcular el cateto opuesto, asi que podran usar
la tangente del angulo de 27°. Puede aprovechar
este problema para comentar con los alumnos
las alturas de un asta bandera (quizas obtuvie-
ron la medida del asta de su escuela en la sesion
1) o las astas banderas monumentales de Méxi-
co que llegan a medir mas de 100 m de altura.
Para que se den una idea de esta ultima medida,
se sugiere que la comparen con alguna longitud
del entorno escolar.

En el problema del inciso d) también convie-
ne usar la tangente. Se espera que los alumnos
noten que la altura pedida es igual a (3)(tan 34°).
Es probable que se equivoquen y consideren los
6 mparacalcularlaalturadeltriangulo, perocomo
el triangulo ABC es isdsceles, se debe considerar
la mitad del segmento AC.

B
C 34N A
>
6m

Algunos de los despejes que los alumnos ten-
dran que hacer son mas sencillos que otros. Por
ejemplo, en el inciso a) el despeje es:

o__CO
tan 27 100

co = (100)(tan 27°)

Mientras que para el inciso b) es

1.27

sen 40 ZT

(h)(sen 40°) = 1.27

B 1.27
 sen 40°

Un error comun es que los alumnos consideren
que el 1.27 "pasa” multiplicando a sen 40°. Apo-

o ned

it 9.t 90 0
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ye a los alumnos que cometan este error recor-
dandoles como se despeja un cociente cuando
la cantidad desconocida es el denominador y no
el numerador.

Es de suma importancia que usted realice la
actividad 2 y que le dedique tiempo en clase para
revisar algunos de los problemas que inventen
los alumnos para que los resuelvan todos los
compaferos, pues esto ayuda a clarificar con-
ceptos o descartar ideas erroneas que pudieran
tener aun.

Hasta este momento, los alumnos han calcu-
lado el valor de las razones trigonomeétricas a
partir de los lados de un triangulo rectangulo.
En la sesion 3 haran el proceso inverso: dado el
valor de alguna de las razones trigonomeétricas,
determinaran el angulo.

En el primer problema tendran que encon-
trar cual es el angulo cuyo seno es —, 0 bien 0.6.
Quienes usen tablas se daran cuenta de que este
valor no esta exactamente, pero se espera que
tomen el valor de 0.601 como el mas cercanoy
que corresponde a 37°, mientras que los alum-
nos que usen la calculadora cientifica encontra-
ran que:

(55) = 36.869°

Aproveche la puesta en comun de la actividad
2 para seguir comentando acerca de que, al tra-
bajar con las razones trigonométricas, se obtie-
nen valores aproximados.

Una aclaracion que vale la pena hacer a los
alumnos es acerca de las teclas|INV]y[sen], que
vienen en las calculadoras cientificas; ambas se
usan para obtener el angulo cuyo seno es el nu-
mero que se introduce en la calculadora después
deapretaralguna de estas teclas. Esto podria con-
fundir a los alumnos porque, matematicamente,
la razon trigonométrica inversa del seno es la
cosecante:

1
sen (a)

csc (a) =

La tecla representa a la funcion inversa
del seno, llamada arcoseno (arcsen).

El problema planteado en la actividad 4 fue
abordado anteriormente. Los alumnos demos-
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traron que el tridngulo no es equilatero calcu-
lando la medida de los lados a partir del teorema
de Pitdgoras. En este caso se pide que exploren
si los tres angulos miden 60°. Para comprobar
que el tridngulo no es equilatero es suficiente
con que uno de los angulos no mida 60°; podran
elegir cualquier angulo. Por ejemplo, se puede
partir de que el angulo de la esquina inferior iz-
quierda del geoplano mide 90°. Con las razones
trigonomeétricas se puede investigar si la suma de
los angulos marcados es 30°; si asi fuera, el an-
gulo interior del tridangulo mediria 60°.

La medida de los angulos indicados se puede
calcular de la siguiente manera, si se toma como
unidad la distancia entre cada punto:

1

angulo cuya tangente es 7

El resultado es 14.036°, aproximadamente. Al
sumar ambos se obtiene 28.072°, por lo tanto, el
angulo interior del triangulo no mide 60°. Si bien
se esta trabajando con aproximaciones, la suma
de los dos angulos marcados no medird nunca
30°, aunque se tome una aproximacion con mas
decimales.

En la sesion 4, los alumnos conoceran una ma-
nera de calcular el seno, el coseno y la tangente
de los angulos de 30°, 60° y 45°. Para los dos pri-
meros se recurre a un triangulo equildtero y para
el tercero se usa un triangulo rectangulo isdsce-
les. Al hacerlo tendran que hacer uso de raices
cuadradas inexactas. Recuerde que una raiz cua-
drada inexacta pertenece a los numeros irracio-
nales, es decir, se trata de un numero que tiene
unaparte aladerechadel puntodecimalqueesin-
finita y no tiene periodo; esto ocasiona que siem-
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pre se tenga que trabajar con aproximaciones. Por
ejemplo, para la tangente de 30° encontraran:
tan 30° = —+

Podria quedarse indicado de esta manera,
pero, si los alumnos lo prefieren, pueden usar la
calculadora para determinar un valor aproxima-
do de la raiz cuadrada de 3 y dividir uno entre
ese valor, lo cual debera comentarse en el grupo
y concluir que el valor encontrado es una apro-
ximacion. Es muy probable que en bachillerato
los alumnos aprendan a usar un proceso llama-
do racionalizacion de radicales para transformar
este tipo de expresiones.

La actividad 2 esta dedicada a explorar algunas
relaciones interesantes e importantes entre las
razones trigonométricas. Al completar la tabla es
muy probable que los alumnos se sientan incli-
nados a consultar la tabla de las funciones tri-
gonomeétricas o a usar la calculadora para com-
probar, por ejemplo, que el seno de un angulo es
igual al coseno de su complemento, es decir,
explorarian si:

sen 30° = cos 60°
sen 20° = cos 70°
sen 35° = cos 55°
sen 8° = cos 82°

Y notaran que si se cumplen estas igualdades.
No obstante, mas que comprobaciones numeéri-
cas, se espera que los alumnos usen argumentos
basados en las definiciones de las razones trigo-
nomeétricas. Por ejemplo: “El seno de un angulo
es igual al coseno de su complementario por-
que en un triangulo rectangulo los angulos agu-
dos son complementarios y el cateto opuesto
de uno es el cateto adyacente del otro, por lo
tanto, al calcular $* de uno da lo mismo que
del otro”.

Para la afirmacion f), quiza busquen los valo-
res del seno y del coseno de un angulo, eleven al
cuadrado ambos resultados, lo sumen y obten-
gan 1 (o un numero aproximado a uno). Nueva-
mente, lo ideal es que apliquen las definiciones
para argumentar la afirmacion:

sen? A + cos2 A = (C_O)2 . (%)2
h h

¥

)

J_D
8



&

¥

J_J

"1

ol N o
1@ @@
929,50

5 BT (s

>

150

N4

®

2
@%
{
@f{gggﬁ

&

el )
Q&Qﬁgw@%%g
ELL LB

Elevando al cuadrado:

2 2
Al resolver la suma y por el teorema de
Pitagoras:

co’+cd_ I -1
hz - hz -

por lo que:
sen? A+ cos? A=1

Sia nadie se le ocurre, usted puede sugerir que
apliquen las definiciones. En la puesta en comun
contraste esta manera de argumentar con la de
trabajar con datos numéricos aproximados, pues
ademas no se pueden probar todos los valores,
sino solamente algunos, lo cual impide hacer
generalizaciones, mientras que el argumento
anterior permite afirmar que es valido para todos
los valores de los angulos.

En la actividad 1 de la sesion 5, los alumnos
profundizaran en el estudio de las razones tri-
gonometricas al ver como varian los valores de
estas razones y tendran que extender el con-
cepto de razon mas alla de la relacion entre los
lados de un triangulo rectangulo; éste es un pri-
mer acercamiento para pasar de las razones a las
funciones trigonometricas. Aqui se enfrentaran
con ideas importantes que les podrian resultar
dificiles, por ejemplo, que pueden calcular el
seno de un angulo de 0° o de 90° a pesar de que
no existe un triangulo rectangulo que tenga an-
gulos con esos valores. En un primer momento
permita que traten de encontrar en equipo las
justificaciones que se piden en el inciso b), y en
la puesta en comun puede apoyarlos para que
completen o modifiquen los argumentos dados.
Por ejemplo, para analizar el valor minimo del
seno pueden considerar un triangulo rectangulo
con un angulo agudo muy pequeno, muy cerca-
no a 0°, como el siguiente:

—

&

pa FLL FLB BLL LS

Haga notar que el cateto opuesto a este angu-
lo también se acerca a cero, por lo que, cuando
el angulo mida 0°, la razon % tendra como valor
< =0.

En cambio, en un triangulo rectangulo con un
angulo agudo muy cercano a los 90°, como el
siguiente:

se observa que el valor del cateto opuesto se va
acercando al valor de la hipotenusa, por lo tanto,
la razdon % tendra como valor % =1

Los conceptos anteriores no son faciles de
entender porque se han introducido con las ra-
zones trigonomeétricas a partir de los lados de un
triangulo rectangulo y porque solo se han con-
siderado con angulos agudos, pero reflexionar
esto con los alumnos les aclara por qué en las
tablas o en la calculadora hay valores de las ra-
zones para 0°y 90°.

Un ejemplo de argumento podria ser: “El va-
lor minimo del seno de un angulo es O, porque
cuando el angulo se acerca a 0° el cateto opues-
to tiende a cero”.

El valor maximo del seno de un angulo es 1,
porque cuando el angulo se acerca a 90° la me-
dida del cateto opuesto se acerca a la medida de
la hipotenusa.

Razonamientos similares se pueden hacer para
el cosenoy la tangente. Especial atencion mere-
ce la tangente de 90°. Los alumnos notaran que
tiende a infinito, porque el cateto adyacente se
acerca a cero y la razén g—g se va haciendo cada
vez mas grande, es decir, tiende al infinito.

Cuando se efectua esta operacion en la cal-
culadora, la pantalla indica que hay un error ma-
tematico debido a que la division entre cero no
existe y se define como infinito ()

Asimismo, como una breve introduccion a la
idea de funcion trigonomeétrica se espera que, a
partir del analisis de los valores de las razones,
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los alumnos reflexionen si crecen o decrecen e
identifiquen la grafica en el plano cartesiano.

Pautas para la evaluacion formativa

Observe si los alumnos:

Usan correctamente el instrumento que cons-
truyeron para calcular diferentes alturas.
Recurren, en forma adecuada, a las razones
seno, coseno y tangente de un angulo al re-
solver problemas.

Calculan la medida de un dangulo agudo en un
triangulo rectangulo a partir de la medida de
los lados del triangulo.
Lograndarargumentosgenerales para algunas
relacionesentrelasrazonesseno,cosenoytan-
gente de un angulo a partir de sus definiciones.

¢Coémo apoyar?

Recuerde que no se trata de memorizar los va-
lores de las razones, pero si de identificar las re-
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laciones que hay entre ellas. Si los alumnos no
recuerdan las definiciones de las razones estu-
diadas, permita que usen como formulario el re-
cuadro de la sesion 3 de la secuencia 16, para
que lo consulten cuando asi lo deseen

Ayudelos a identificar en los problemas cual es
el triangulo rectangulo que deben considerar, y
endichotriangulo, cualangulo esta en juego, cual
es su cateto opuesto y cual su cateto adyacente.

¢Coémo extender?

Pida a los alumnos que investiguen si hay mas ra-
zones trigonométricas ademas de seno, el co-
senoy la tangente de un angulo, y si encuentran
otras, digan como se llaman y qué relacion tie-
nen con las razones que estudiaron.

Averiguen si el seno, el cosenoy la tangente de
un angulo solo se pueden calcular para los angu-
los agudos o también para otros valores, como
angulos obtusos (de mas de 90°y menos de 180°)
o para angulos entrantes (de mas de 180°).

-

® Manos a la obra

Calculo de alturas

e Hilo resistente

1. Trabajen en equipo. En esta actividad construirdn un instrumento

que les servird para medir angulos. Consigan el siguiente material:

e Un transportador

Dato interesante

El teodolito es un instrumento
de medicién mecénico-6ptico
y visual. En ingenieria se
emplea para medir distancias,
desniveles y angulos. El primer
teodolito fue construido

en 1787 por Jesse Ramsden
(1735-1800). Abajo se muestra

e Pegamento blanco e Una tuerca

O

la evolucién del diseno de los
teodolitos. La fotografia de la
derecha es de uno actual.

e Popote de carton
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Tendencia central y dispersion
de dos conjuntos de datos 2
(LT, Vol. II, pags. 162-169)

Tiempo de realizacion

3 sesiones

Eje tematico

Analisis de datos

Tema

Estadistica

Aprendizaje esperado

Compara la tendencia central (media, mediana y moda) y dispersion (rango y
desviacion media) de dos conjuntos de datos.

Intencidén didactica

Que los alumnos comparen la tendencia y distribucion de datos estadisticos reales
que corresponden a una misma situacion, asi como la tendencia y distribucion de
dos conjuntos de datos estadisticos que corresponden a dos aspectos diferentes de
la misma situacion.

Recursos audiovisuales
e informaticos para el
alumno

Audiovisual
o« Comparacion de conjuntos de datos estadisticos

Informatico
o Estadisticas en la hoja de calculo

Materiales de apoyo
para el maestro

Recursos audiovisuales
» Aspectos didacticos del andlisis de datos

e Recursos para el estudio de la estadistica

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Analicen y comparen la tendencia y

graficos y medidas de tendencia central, ran-
go y desviacion media, asi como de la interpre-
tacion de graficas y medidas de tendencia central
y dispersion para dar sentido al conjunto de datos,

distribucion de datos estadisticos respecto a es decir, para interrogar los datos.

una situacion real.

e Sesion 2. Analicen y comparen dos conjuntos
de datos a partir de los valores de las medidas
de tendencia central, rango y desviacion media.

e Sesion 3. Presenten y comparen conjuntos de
datos estadisticos que corresponden a situa-

ciones reales.

Acerca de...

En esta secuencia se amplia lo que los alumnos
ya saben sobre la representacion de datos con

Durante el estudio de esta secuencia, los alum-
Nnos se centraran en la comparacion de dos con-
juntos de datos estadisticos con igual numero de
elementos. Ademas, se introduce la comparacion
de conjuntos de datos con diferente numero de
elementos. Tales comparaciones permiten apoyar
el desarrollo del razonamiento estadistico de los
alumnos a partir de actividades que involucran las
ideas de dispersion y variabilidad, formas de distri-
bucion de los datos y razonamientos sobre los datos.

Entre los propodsitos de comparar conjuntos
de datos estadisticos esta determinar si los con-
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juntos de datos representan poblaciones igua-
les o diferentes. En este sentido, el estudio de
secuencia ayuda a que los alumnos aprendan
algunas de las técnicas necesarias para este pro-
posito en el nivel de secundaria e implican la re-
organizacion de los datos, el uso de los valores
de las medidas de tendencia central y de disper-
sion para hacer estas comparaciones.

Los resultados obtenidos por los alumnos les
ayudaran a hacer inferencias y predicciones ba-
sadas en datos, en lugar de suposiciones sobre
los datos o las poblaciones de las que se toman.
Un ejemplo son los diferentes conjuntos de da-
tos estadisticos y algunos de los valores que re-
presentan conjuntos de datos presentados en
encuestas oficiales usados para analizarlos a lo
largo de la secuencia.

Uno de los aspectos importantes que los
alumnos deben comprender cuando compa-
ran conjuntos de datos con diferente numero
de elementos es que se requiere del razona-
miento multiplicativo para interpretar y hacer
las comparaciones a partir de proporciones y
frecuencias relativas que pueden expresarse
como porcentajes.

Sobre las ideas de los alumnos

Entre las concepciones que los alumnos han cons-
truido a partir de las secuencias de los grados an-
teriores estan el analisis de datos como proceso
gue involucra su recoleccion, descripcion y re-
presentacion utilizando métodos estadisticos y la
obtencion de conclusiones a partir de los datos y
valores que los representan o resumen.

Es importante distinguir con los alumnos el ana-
lisis descriptivo que se hace con un solo conjunto
de datos y el analisis que se puede hacer con dos
conjuntos de datos para que les quede lo mas cla-
ro posible lo que en esta secuencia estudiaran.

Tal vez algunos alumnos en este ultimo grado
de educacion basica tengan algunas confusiones
sobre los conocimientos y procesos al leer, in-
terpretar, organizar y evaluar datos estadisticos.
A veces, los alumnos suelen pensar que leer datos y
organizarlos son actividades que no tienen relacion;
por ello, es importante que los oriente para que
comprendan que hacer una grafica, calcular una
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media aritmética y predecir la distribucion de un
conjunto de datos son actividades relacionadas.

Entre las definiciones y los conceptos estadis-
ticos fundamentales implicitos en la secuencia
estan el de poblacion, muestra, variable de es-
tudio, dato, datos, dato cualitativo, dato cuan-
titativo. No se trata de darles las definiciones o de
que las busquen, sino de saber que estan presentes
en el momento de llevar a cabo las actividades y
que los alumnos estan construyendo las nociones
para comprender esos conceptos. Por ejemplo,
poblacion es el conjunto de individuos u obje-
tos cuyas propiedades o caracteristicas interesa
analizar. Generalmente, los alumnos entienden
que este concepto hace referencia a un conjun-
to de personas y, en estadistica, puede ser tam-
bién un conjunto de animales u objetos. De ahi
que se le llame poblacion de interés o de estudio, y
se considera definida por completo cuando es po-
sible especificarla mediante una lista de sus ele-
mentos (datos). Otra manera en que los alumnos
aprenden a identificar cual es la poblacion a la
que se hace referencia es mediante el titulo del gra-
fico y de los ejes horizontal y vertical. Una muestra
es un subconjunto de una poblacion. La variable es
la caracteristica de interés acerca de cada elemento
de una poblacion o muestra, mientras que un dato
es el valor de la variable, asociado a un elemento de
una poblacion o una muestra.

Si analiza las secuencias de grados anteriores,
observara que, por ejemplo, se insiste en que los
alumnos determinen el titulo de las graficas y de
los ejes. Se espera que, con la reflexion sobre las
diversas actividades de esta secuencia, los alum-
Nnos reconozcan con claridad y precision las pobla-
cionesy muestras que se estan estudiando en cada
caso. Los alumnos deberan aprender que, por una
parte, puede ocurrir que los conjuntos de datos
sean de dos poblaciones en las que se observa una
misma caracteristica. Por ejemplo, el ingreso men-
sual promedio de las mujeres profesionistas, com-
parado con el ingreso mensual promedio de los
hombres profesionistas. O que ambos conjuntos
son parte de una misma poblacion, por ejemplo,
los conjuntos de ingreso mensual promedio tanto
de los hombres como de las mujeres profesionis-
tas conforman la poblacion de ingresos mensuales
promedio de profesionistas.
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¢Como guio el proceso?

En la seccion “Para empezar” se propone la introduc-
cion al estudio de la secuencia a partir del andlisis y la
reflexion de algunos datos estadisticos de la info-
grafia. Es recomendable preguntar a los alumnos
qué saben sobre las aplicaciones actuales de la
estadistica y en qué areas se aplica. Luego, lea
con ellos la informacion de la infografia y des-
taque que se encuentra expresada en forma de
proporcion: 1 de cada 10 mujeres; 1 de cada 10
hombres; 1 de cada 3 trabajadores. Esto se des-
cribe asi debido a que la poblacion de mujeres,
hombres y trabajadores de América Latina son
tres conjuntos que no tienen el mismo nume-
ro de elementos y, por lo tanto, se utiliza el ra-
zonamiento multiplicativo expresado mediante
proporciones, que nos permite, por ejemplo,
hacer la comparacion entre hombres y mujeres
y comprender la informacion que se presenta.
En la actividad 1 de la sesion 1 se espera que
los alumnos puedan:
¢ Leer los datos. El alumno debe identificar en el
grafico que la variable de estudio es el numero
de profesionistas por carrera universitaria. Ade-
mas, cuando los alumnos lean la informacion
que muestran las graficas de barras, se espe-
ra que reconozcan que cada barra representa
una carrera universitaria (cualidad) y la longitud
de la barra indica el numero de profesionistas
(frecuencia absoluta) en esa. En la primera gra-
fica, las barras aparecen ordenadas respecto a
la longitud en forma descendente y, en la se-
gunda, las longitudes de las barras estan en or-
den ascendente. De esta manera, parte de la
respuesta al inciso a) es el numero de profesio-
nistas por carrera entre las carreras mas solici-
tadas y las 10 con menos profesionistas.

Otra informacion que los alumnos leen
directamente del grafico es que el valor del
promedio del numero de profesionistas por
carrera universitaria es 237105, y que este va-
lor no necesariamente corresponde a las 20
carreras que aparecen en las dos graficas de
barras. Los alumnos deberan comprender que
los datos estadisticos de estas carreras son los
datos extremos de un conjunto con mas de 20
elementos y que desconocemos cuantas ca-
rreras se registraron en total.

@J @@%.@}v.
SO SO SO T Ao
LB GLB LB BB LB &

e Leer entre los datos. En las preguntas de los
incisos b) y c), las respuestas corresponden a
la comparacion entre los datos; en el caso del
inciso b), es la carrera de Ciencias ambienta-
les con 24458 profesionales y, en el del inciso
c), Administracion y gestion de empresas con
1248893. En la pregunta d) de la actividad 1
se les pide a los alumnos indicar el numero
promedio de profesionistas por carrera, que
es 237105, valor que, como ya se indico, se
muestra en la infografia y, al ubicarlo entre los
datos de las diez carreras universitarias con
mayor numero de profesionistas y las diez
con menor numero de profesionistas, se ob-
serva que el valor promedio esta entre los da-
tos de las dos graficas.

e Leer mas alld de los datos. En la pregunta del
inciso e) el alumno puede utilizar el rango como
valor para determinar cual de los dos conjun-
tos tiene mayor variabilidad. Si asi lo hace, de-
terminara que el conjunto de 10 carreras con
mas profesionistas presenta mayor variabilidad
porque el rango es 895778 (diferencia entre
1248893 y 353 115). En la grafica de las 10 ca-
rreras con menos profesionistas, la carrera con
menor numero tiene 24 458 y la décima con
menos profesionistas tiene 55341, con lo que
hay una diferencia de 30883 (mas del doble),
siendo mayor la observada en la otra grafica.
La actividad cierra con elinciso f), una pregun-

ta abierta enfocada a conocer cudl es la com-

prension de los alumnos del conjunto de datos
que han analizado y reorganizado. Dependera
de si su respuesta se basa en la informacion que
presenta el grafico o en experiencias personales
respecto a la situacion y no considera los datos.

Es posible que los alumnos deseen compar-
tir sus soluciones con un compafero antes de
la discusion grupal; permitalo. Durante la discu-
sion, también pida que piensen en las diferencias
en los tipos de preguntas que se hicieron. Los
alumnos deben reconocer que algunas piden
simplemente informacion del grafico, mientras
que otras implican interpretaciones y manipula-
cion de los datos que se muestran en él.

La segunda actividad implica una tarea de
reorganizacion en la que los alumnos deben
identificar las representaciones graficas que co-
rresponden a la distribucion de los 20 datos de
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la actividad anterior a partir del numero de pro-
fesionistas. En este caso, la grafica de linea no
es el tipo de grafica estadistica adecuada para
mostrar la distribucion del numero de profesio-
nistas, que es la situacion que se esta analizando.
Es importante recordar que una grafica de linea
se usa para mostrar la tendencia de los datos en
el tiempo, por lo que en el eje horizontal se con-
sideran aflos, meses, dias o cualquier unidad de
medida de tiempo.

Una manera de verificar si las representacio-
nes graficas son correctas es permitir dar res-
puesta a las preguntas de los incisos a) al e) de la
actividad 2, al leerlas.

Los datos de las graficas de barra de la ac-
tividad 1 representan los extremos de la distri-
bucion completa del numero de profesionistas
por carrera; es cierto que no sabemos cuantas
carreras se registraron en total, ni el numero to-
tal de profesionistas, pero si conocemos que el
numero promedio de profesionistas es 237105,
lo cual permite suponer que la distribucion del
conjunto de datos tiene una forma de J a la de-
recha, porque el mayor numero de elementos se
agrupa en un extremo del rango y se extiende al
otro extremo; por lo tanto, la distribucion de los
datos es asimétrica. Este tipo de distribuciones
también se llama sesgada y se identifica de acuer-
do con la direccion de la cola (que se forma con
los datos extendidos, no con la ubicacion de los
datos mas agrupados que forman un bloque).
Por ejemplo, la imagen muestra la posible for-
ma de la distribucion después de ubicar el valor
del promedio que se proporciona en el grafico
de la sesion 1y las respuestas a las preguntas de
los incisos a) al c). De esta forma podemos notar
que una de las respuestas correctas es la primera
imagen de la actividad 2.
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En la pregunta del inciso d) de la actividad
2 se puede considerar el promedio de 237105
profesionistas por carrera como el dato tipico,
es decir, el que mejor representa al conjunto de
datos para dar respuesta a la pregunta; sin em-
bargo, seria conveniente hacer una reflexion con
los alumnos, ya que la distribucion es asimétrica
y existe un dato atipico, que de conocerse todos
los datos seria conveniente considerar el valor
de la mediana, porque en su calculo no influye el
valor de los datos atipicos.

En el inciso e), la pregunta implica leer entre
los datos, pero dado que se tiene un conjunto
incompleto, no es posible calcular el valor de la
desviacion media, pues no conocemos cuantas
carreras en total se registraron, ni tampoco co-
nocemos el numero de profesionistas de las ca-
rreras que estan entre las 10 carreras con menos
y las 10 con mas profesionistas.

En la discusion grupal que corresponde a la
actividad 3, proponga la revision de las respues-
tas a partir de una de las dos graficas, ya sea la de
puntos o la de barras (como se hace en la ima-
gen anterior), y consideren que el promedio del
numero de profesionistas estd ubicado entre
200000 y 250000. Ademas, pueden considerar
que el valor del rango es mayor que 1200000 y
la forma de la distribucion de los datos es asimétri-
ca, por lo que puede plantear hacer una hipotesis
sobre los valores de los datos que faltan: si la mi-
tad del rango es 600000, aproximadamente, y la
cuarta parte a su vez es un poco mas de 300000,
eso nos hace suponer que los valores de los da-
tos faltantes estan entre 100000 y 600 000 pro-
fesionistas.

En la actividad 4, se propone que comente con sus
alumnos la manera en que creen que pudieron reco-
lectarse los datos del numero de profesionistas por

Promedio
de profesionista

Distribucién del numero total de profesionistas en las 10 carreras con mas profesionistas
y en las 10 carreras con menos profesionistas en el afio 2019

Forma de la distribucion de

por carrer%

200000 400000 600000

Numero de profesionistas
Rango: 1248893 — 24458 = 1224435

los datos en J a la derecha
L : a8 : " [] Dato atipico
800000 1000000 1200000

¥

S
Ao f



o
8

carrera; de manera semejante a la actividad “Para
empezar”, el proposito es indagar sobre cual es
el nivel de aprendizaje que tienen para conside-
rar la informacion de los datos y valores de las
medidas para dar respuesta a las preguntas de
esta actividad.

Conjunto de datos Hombres Mujeres
Mediana $11710 $10076
Rango $10128 $8586
Media aritmética $12061 $10300
Desviacion media $1781 $1385

Algunas de las preguntas o expresiones que
pudieron plantearse a las personas para recolec-
tar los datos son: ;qué profesion desempefa?,
;qué estudios realiza o realizo?

En la actividad 5, una propuesta de posible or-
ganizacion de la tabla es:

., Talla
Numero Color Preocu- | Carrera
, Estatura de ) )
de Género de pacio- univer-
K encm cal- L
registro cabello nes sitaria

zado

La actividad 1 de la sesion 2 implica para los
alumnos la lectura de graficos que les permitira
hacer comparaciones entre los dos conjuntos de
datos estadisticos.

Para llevar a cabo la actividad 3, antes de pe-
dir que se distribuyan entre ellos el trabajo, digales
que recuerden los elementos de un histograma y
de un poligono de frecuencias, asi como el pro-
cedimiento de elaboracion. Los alumnos deben
comprender qué cambia en la nueva grafica, por
qué ahora en el eje horizontal se representa el in-
greso mensual promedioy, en el gje vertical, el numero
de veces que se registro ese ingreso en el mes. Indique
que, para efectuar los calculos del inciso b), pue-
den usar calculadora si no pueden usar hoja de
calculo electronica. Las respuestas a la tabla son:

En la actividad 5 puede comentar con sus alum-
nos sobre la posibilidad de hacer una exhibicion
en el periodico mural para los comparieros de
otros grados y describir la informacion que pre-
sentan: tanto de la manera en que la obtuvieron
como la organizacion y presentacion de los re-
sultados. Incluso podrian discutir sobre las per-
sonas a quienes les interesaria conocer esta in-
formacion.

La actividad 6 establece una conexion entre
lo que los alumnos analizaron en las sesiones
1y 2,y por cudl o cuales carreras universitarias
o técnicas se interesan y cuales no sabian que
existen. Si le es posible, consulte con ellos el es-
tudio cualitativo “La educacion de las nifias y jo-
venes mujeres en Ciencias, Tecnologia, Ingenieria
y Matematicas (CTIM)", disponible en http://www.
ift.org.mx/sites/default/files/contenidogeneral/
usuarios-y-audiencias/estudioculiattivoninasy
jovenesencarrerasstem.pdf, asi como el recorri-
do en la base de datos del sitio de IMCO. Esta es
una oportunidad para vincularse con el trabajo
de orientacion vocacional que se hace en la es-
cuela. Posteriormente, se propone comparar los
datos estadisticos de la sexta pregunta de la en-
cuesta con lo estudiado en la seccion “Para em-
pezar” para decidir si representan a poblaciones
iguales o diferentes.

En la sesion 3 se presenta una infografia que
muestra algunos aspectos de interés en las vi-
das de los jovenes. Al leer la infografia, se espera
gue los alumnos describan que la pregunta de inte-
rés del estudio es: “;Cuales son tus preocupaciones
hoy en dia?”. Y que les quede claro que 24691
jovenes contestaron algunas de las 12 respues-
tas que se muestran. Los resultados para cada
respuesta se expresan en porcentaje, y es posi-
ble conocer cuantos jovenes contestaron cada
una de esas respuestas porque se conoce el to-
tal de mujeres y hombres. Por ejemplo, 41% de
los 24691 jovenes contestd que le preocupa no
tener dinero, es decir, 10123 jovenes dieron esa
respuesta. Una posible dificultad que los alumnos
pueden tener es comprender que los jovenes die-
ron mas de una respuesta, por eso se les cuestio-
na en el inciso b) por el porcentaje total de las
respuestas. Se espera que los alumnos no ten-
gan problemas para contestar las preguntas de
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los incisos c¢) al i) porque son tareas de lectura de
graficas que han efectuado en otros momentos
y otras actividades.

En particular en el inciso f) se espera que los
alumnos observen que al 62% de los hombres de
12 a 17 afos les preocupa sacar buenas califica-
ciones, mientras que al 4% no le preocupa bajar
de peso.

Pautas para la evaluacién formativa

Con la finalidad de verificar en qué medida se lo-

gra la intencion didactica que aparece en la ficha

descriptiva, es necesario hacer un registro para

cerciorarse de que los alumnos realizan lo si-

guiente:

¢ Distinguen entre los tipos de graficas estadis-
ticas, asi como el tipo de datos que es conve-
niente incluir en cada grafica.

¢ Interpretan el valor de las medidas de tenden-
cia central, rango y desviacion media, involu-
cradas en cada situacion.

¢ Reorganizan los datos correctamente.

¢ Comparan dos conjuntos de datos a partir de
los valores de la media y desviacion media o
de la mediay el rango.

e Comparan dos conjuntos de datos estadisti-
Ccos que corresponden a dos atributos de una
situacion.

¢Coémo apoyar?

Si observa que los alumnos leen e interpretan in-
correctamente las graficas de la sesion 1, recuér-
deles que una grafica de barras muestra las frecuen-
cias de valores de datos especificos en un conjunto
de datos y se puede usar para datos categoricos o
numeéricos. Cada barra es el valor de un dato (por
ejemplo, Derecho) y la longitud de cada barra co-
rresponde a la frecuencia (numero de profesionis-
tas por carrera).

¢Coémo extender?

Con la intencion de que los alumnos lleven a cabo
otras actividades de reorganizacion de los datos
que les permitan utilizar la informacion contenida
en la grafica de la actividad 1y la de la sesion 2,

puede proponerles elaborar graficas en su cuader-

no que muestren cuales son las 10 carreras con:

e Mayor ingreso econdmico promedio mensual.

e Mayor ingreso promedio mensual para las
mujeres.

e Mayor ingreso promedio mensual para los
hombres.

Para enriquecer los conceptos de poblacion y
muestra que estan implicitos en la comparacion
de los conjuntos de datos, los alumnos pueden
extender la aplicacion de su encuesta si la locali-
dad en la que se encuentra la escuela es grande,
y ademas investigar entre las personas cercanas
a ellos (vecinos, familiares, amigos, etc.) cuales
son los ingresos promedio que perciben. También
puede sugerir acceder a internet, bajar la base de
datos disponible en el sitio del IMCO y utilizar los datos
de bachilleres contra universitarios, o los de pro-
fesionistas en actividad informal y formal, con el
proposito de que analicen diferentes aspectos de
la situacion que viven los profesionistas.

Porcentajes por género e intervalo de edad
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Eventos mutuamente excluyentes 3

(LT, Vol. II, pags. 170-175)

Tiempo de realizacion

3 sesiones

Eje tematico

Analisis de datos

Tema

Probabilidad

Aprendizaje esperado

Calcula la probabilidad de ocurrencia de dos eventos mutuamente excluyentes.

Intencion didactica

Determinar si un juego de azar es justo o noy, en caso de no serlo, modificarlo de

tal manera que sea posible convertirlo en justo.

Recursos audiovisuales

e informaticos para el
alumno

Audiovisual
e Juego de azar

Informatico
e Juego de azar

Materiales de apoyo
para el maestro

Recurso audiovisual

* Aspectos didédcticos de la ensefianza de la probabilidad

¢Qué busco?

Que los alumnos:

e Sesion 1. Calculen la probabilidad frecuencial
y tedrica de eventos simples, compuestos vy
mutuamente excluyentes en situaciones rela-
cionadas con datos estadisticos.

Jueves, 1
Nublado

e Sesion 2. Reconozcan las condiciones o reglas 18

que hacen que un juego de azar sea justoy, en
caso necesario, redefinan los eventos para que
el juego de azar cumpla con esta condicion.

e Sesion 3. Compensen los premios de un jue- 559 350 349
go de azar para que sea justo.

Acerca de...

En esta secuencia, las situaciones que se consi-
deran como contexto para calcular la probabili-
dad de eventos simples, compuestos y mutua-

11:00

jue,

0:00

18°"

20

14:00

vie

~

Prob. de precipitaciones: 53%
Humedad: 62%
Viento: a 14 km/7h,

[Temperatura| |Precipitaciones || Viento|
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17:00 20,00 2300 0200 0500 0800
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VI0%, 267 110 7% 129, 287, 130, 284 139, 28V 13%

mente excluyentes corresponden a la estadistica
y los juegos de azar. Al explorar y analizar este
tipo de situaciones, se pretende reforzar y am-
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pliar los conceptos de eventos independientes y
mutuamente excluyentes introducidos en las se-
cuencias 9 y 19. A diferencia de la secuencia 19,
en la cual los alumnos aprendieron a calcular la
probabilidad de eventos mutuamente excluyen-
tes, en esta secuencia analizaran algunos de los
resultados posibles de las situaciones propuestas
usando las medidas de dispersion, no para en-
contrar valores y efectuar los calculos de manera
mecanica, sino para darles sentido y significado.

Entre las razones para elegir esas situaciones
se encuentra, por un lado, la estrecha vincula-
cion entre la estadistica y la probabilidad y la re-
lacion de éstas con los ambitos biologico, fisi-
co y social, asi como el hecho de que proponer
juegos permite comparar cualitativamente las
probabilidades de eventos en un ambiente en-
tretenido y de indagacion.

Uno de los propositos de la estadistica es des-
cribir, medir y explicar la variabilidad en los da-
tos, la cual es una caracteristica que se puede
presentar y observar en una diversidad de situa-
ciones. En esta secuencia se pone énfasis en el
significado fisico de la variabilidad de los datos.

Con respecto a los juegos de azar, los ejer-
cicios propuestos son ejemplos de problemas
de muestreo repetido que permiten explorar el
razonamiento probabilistico de los alumnos. A
partir de estos juegos de azar, en los cuales se
usan los mismos dados, las mismas fichas y el
mismo tablero, es posible comprender y afirmar
los conceptos de eventos simples, compuestos
y mutuamente excluyentes (o ajenos) con cam-
bios minimos o profundos a las reglas o a los
premios, asi como hacer uso de estrategias que
generen una actitud proactiva de los alumnos
para enfrentar e intentar resolver problemas, no
solo de matematicas, sino de cualquier situacion
en general.

Por otro lado, se propone la construccion del
concepto de juego justo a partir de la seleccion
de eventos O sucesos que sean equiprobables,
para lo cual los alumnos deberan examinar la va-
lidez de las predicciones que hacen y reflexionar
sobre el proceso seguido en cada partida res-
pecto a las reglas o condiciones que se den, las
cuales estan definidas por los eventos o sucesos
por observar, asi como por las condiciones del
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generador aleatorio (moneda, dados, ficha, rule-
ta, cartas, entre otros) que se utilice en el juego.
Los alumnos deberan comprender que cuan-
do no se puede redefinir una regla o condicion
de un juego para que sea equitativo, entonces
ellos podrian proponer ajustes en los premios.
Se espera que los alumnos, al establecer el uso
de un sistema de registro, como las tablas y los
diagramas, puedan reflexionar sobre lo ocurrido
en cada partida y reconocer posibles patrones
que les permitan plantear algunas conjeturas que
se conviertan en propuestas de premios con base
en el analisis de los resultados, de tal forma que al
final sea un juego justo.

Sobre las ideas de los alumnos

En las secuencias 9 y 19 los alumnos identifica-
ron cuando dos eventos son mutuamente exclu-
yentes y como se calcula la probabilidad de este
tipo de eventos, lo cual sera importante para el
estudio de esta secuencia.

Entre los conocimientos matematicos que los
alumnos continuaran usando mas adelante se
encuentran los porcentajes, los decimales y las
relaciones entre ellos, asi como la correspon-
dencia de éstos con las fracciones.

Se conocen las dificultades que los alumnos
enfrentan con estos numerosy los errores gene-
ralizados que cometen al usarlos, lo que signifi-
ca que son conceptos complejos que requieren
de un largo proceso secuencial de actividades
diversas, entre las que se encuentran las de los
juegos de azar.

Por otra parte, se han utilizado a lo largo de
las secuencias contextos para darle sentido a la
presencia de la variabilidad en los resultados fa-
vorables y lograr una mejor comprension de cier-
tos conceptos, como el de eventos mutuamente
excluyentes.

¢Coémo guio el proceso?

Comience leyendo con los alumnos la seccion
"Para empezar’, en la cual se propone una re-
flexion sobre la escala de la medida de la pro-
babilidad, tanto en su expresion numérica como
verbal. Ademas, al usar el contexto del pronos-
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tico del estado del tiempo, se espera que los
alumnos consideren de qué manera se hacen
las predicciones. Comente que en esta situacion
confluyen diversas variables, y la observacion y
el analisis a partir del registro y la organizacion
de los datos y los calculos que se pueden obte-
ner a partir de éstos, permiten establecer el vincu-
lo entre estadistica, probabilidad y geografia. Si lo
considera conveniente, proponga que observen el
siguiente video en el que se presenta informacion
para comprender mejor el concepto de estado
del tiempo: https://www.youtube.com/watch
v=CiZbF-gV2sQ&ab_channel=smnmexico2

1. Género 2. Estatura en cm

3. Color de cabello 4. Talla de calzado

5. Hoy, scudl es una de tus preocupaciones?

6. Carrera universitaria que
te gustaria estudiar

OO0 00

En la actividad 1 de la sesion 1, los alumnos rea-
lizan 10 extracciones del mazo de tarjetas con-
siderando tres caracteristicas a observar del
conjunto total de datos registrados en éstas. Es
importante que los alumnos reconozcan su con-
junto total de tarjetas como su poblacion de interés
y que los datos registrados en la tabla de las 10 ex-
tracciones representan una muestra aleatoria de-
bido a que cada tarjeta la sacaron al azar. Tam-
bién es conveniente que los lleve a la siguiente
reflexion: si regresan las tarjetas para repetir la
experiencia de extraer las 10 tarjetas y registrar
los resultados, entonces obtendran una nueva
muestra aleatoria, ya que no necesariamente se
extraen las mismas tarjetas ni en el mismo orden.
Si se procede de esa manera varias veces, se ob-
tienen muestras aleatorias diferentes. Es impor-
tante que consideren lo anterior y no se limiten
a completar la tabla y dar respuesta a las pre-
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guntas: deben pensar principalmente en como
cambiarian las muestras cada vez que se saca un
nuevo conjunto de cartas del mazo.

Por otra parte, para determinar las probabi-
lidades de cada caracteristica (género, estatu-
ra en centimetros y talla de calzado), conside-
ramos que todos los valores de los datos para
cada caracteristica tienen la misma probabilidad
de ocurrir, ya que no contamos mas que con la
informacion de los 10 resultados de la extraccion
y no hay razon alguna para considerar que un
resultado es mas probable que otro.

En la actividad 2 de la sesion 1 se calculan
las probabilidades de los mismos eventos, pero
considerando todo el conjunto de datos (po-
blacion), por lo que cada probabilidad es la ra-
zon entre el numero de veces que es favorable
un determinado evento y el numero total de
datos o registros. En la puesta en comun de la
actividad 3, se espera que oriente a los alumnos
para contrastar los valores de la probabilidad
frecuencial obtenidos al hacer las extracciones
y los valores obtenidos en el recuento de to-
dos los datos. Ademas, es importante que usted
promueva la reflexion acerca de la variacion en
los valores de la probabilidad de cada situacion
en la actividad 1 si la muestra cambia; en algunas
ocasiones los valores de las probabilidades seran
similares y en otras no, lo cual se debe a la rela-
cion entre la variabilidad de los datos y la incerti-
dumbre.

En la actividad 4 se propone a los alumnos ha-
cer una conjetura a partir de los resultados y las
reflexiones anteriores; también pueden considerar
el valor de la media aritmética que obtuvieron en
la secuencia 26 respecto a la talla promedio de
calzado de mujer y la probabilidad de que la talla
de calzado de una mujer sea mayor que 23; con
esto, los alumnos estan exponiendo su razona-
miento ante una decision que deben tomar.

Es importante recordar que el razonamien-
to es un proceso mental y entre las maneras
de conocer cdmo razonan los alumnos estan
las expresiones orales y por escrito, las cuales
se pueden valorar una vez que son registradas,
compartidas y discutidas, por lo que las puestas
en comun son espacios de exposicion del razo-
namiento de los alumnos.
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En las sesiones 2 y 3 se consideran algunos
juegos de azar. A los alumnos que les correspon-
den el lanzamiento de dos dados cubicos se les
proporcionan las reglas para jugarlo por parejas.
El propdsito de la sesion 2 es que descubran si
las reglas del juego (eventos) conceden ventaja
a alguno de los jugadores vy, si es asi, entonces
se pretende que sean equitativos o justos, ana-
lizando la equiprobabilidad de los eventos. En la
sesion 2, actividades 1 a 3, debera asegurarse de
que cuentan con las fichas y los dados requeri-
dos. Debe recomendar que cada alumno regis-
tre en su cuaderno la manera en que coloca las
fichas en el tablero en cada partida y la diferen-
cia que obtiene en cada extraccion. El analisis se
debe centrar en los eventos que el alumno debe
elegir para que ambos jugadores tengan las mis-
mas probabilidades de ganar al jugar.

En la sesion 3, el juego también se desarrolla a
partir de la diferencia entre los puntos de las caras
superiores de los dados; sin embargo, ahora exis-
te el premio de puntos a repartir. Una vez que los
alumnos elaboren el diagrama de arbol con los 36
resultados posibles, deben identificar los resulta-
dos favorables a cada uno de los seis eventos. Para
el evento A: la diferencia es 5, y deben marcar
los resultados (6, 1) y (1, 6). De esa manera, los
resultados favorables para el evento F: la diferencia
es0,son (1, 1); (2, 2);(3,3); (4,4); (5, 5); (6,6), de tal
manera que Emma tiene mas posibilidades de ganar
que Joel. Una manera de compensar el juego sin
cambiar las reglas (los eventos) es que Joel reci-
ba dos puntos cada vez que salga uno de sus re-
sultados favorables. Es importante que propon-
ga analizar la propuesta que den los alumnos en
la actividad 4.

Pautas para la evaluacién formativa

Para valorar el avance de los alumnos, observe
si logran:

Distinguir entre evento simple, compuesto y
mutuamente excluyente.

e Calcular la probabilidad de eventos mutua-
mente excluyentes.

Interpretar los valores de las medidas de la pro-
babilidad de los eventos respecto al contexto o
la situacion que se analiza.

7 Yo
)
25

\\qj:y Va
ch @i
SRR SO
FHLS ST

,‘

30 O

“ETh &

&

¢Coémo apoyar?

Si observa que los alumnos tienen dificultades
para comprender la manera en que la estadistica
y la probabilidad se complementan, consulte y
analice junto con ellos los datos registrados va-
rios aflos atras de los promedios de temperatura
maxima mensual de un determinado afio y elabo-
ren una grafica de linea para mostrar su variacion
con respecto a otros afios.

También le puede pedir a los alumnos que
analicen varios datos de lluvia y temperatura
para decidir en qué mes del aflo conviene llevar
a cabo un evento social con el objetivo de mi-
nimizar la probabilidad de mal tiempo. Pueden
consultar esta informacion en el sitio del Sistema
Meteorolégico Nacional en la liga: https://smn.
conagua.gob.mx/es/climatologia/temperatu
ras-y-lluvias/resumenes-mensuales-de-tempera
turas-y-luvias

¢Coémo extender?

Para que los alumnos conozcan la manera en que
se modifican las condiciones del juego por utilizar
un dado no cubico, solicite que visiten el recurso
del sitio https://www.dado-virtual.com/ para ge-
nerar los lanzamientos de los dados y hacer los
ajustes a los tableros o a las reglas del juego ne-
cesarios para que sean justos.
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Evaluacién. Bloque 3
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17,18, 19, 20, 21, 22, 23,
Reactivo 1. Razones trigonométricas. De acuer- | Bi...unnumero |24, 25,26, 27, 28, 29, 30, a1
do con los datos de la imagen, la razon que es de dos digitos. |31, 32, 33, 34, 35, 36, 37,
conveniente utilizar es el seno del &ngulo de 30°. 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44,
Recordar que sen 30° = % = % por lo que 45, 46, 47,48, 49, 50
1_ _co
2 65m
1
co=3><65m=32.5m
26, 27, 28, 29, 30, 31, 32,
Reactivos 2 y 3. Funciones. Para el reactivo 2 se | ... unnumero |33, 34, 35, 36, 3/, 38, 39, 55
puede apreciar en la grafica que el sistema de mayor que 25. |40, 41, 42, 43, 44, 45 46,
acuaponia es el de mejor rendimiento en kilo- 47,48, 49, 50
gramos por metro cuadrado. En el reactivo 3 se
observa que la maxima produccion para los tres
tipos de cultivo es 45 dias.
Reactivos 4 y 5. Poligonos semejantes. En el re-
activo 4 la razon de semejanza ABCD: AAED de
los triangulos que se forman en el pentdgono es | o un namero | & & & 8 10.12,14,16,
732 = 1.62. Para el reactivo 5 la medida del lado terminado en  |L2r 20-22.24,26,28,30
AE del pentagono es de 7 cm. nimero par. |2 > 36, 38,40, 42, 44,
’ 46, 48, 50
Reactivo 6. Minimo comun multiplo y maximo
comun divisor. La expresion algebraica para re-
presentar un multiplo de 5, siendo x un numero
natural es 5x.
Reactivo 7. Eventos mutuamente excluyentes. Se
refiere a las condiciones que generan un juego E: un numero
i i - o o 5,10, 15, 20, 25, 30, 35,
justo. Conviene hacer una tabla con los resulta que es multiplo 10
dos favorables de los eventos, como la siguiente: de 5. 40, 45,50
Eventos NCTLER
. Resultados favorables de
La canica que
. al evento resultados
sale tiene...
favorables
El juego entre Manuel y Fernanda es justo si ellos
consideran los eventos C y D como reglas del
A Un nimero juego, porque esos eventos tienen el mismo nu-
Lo unny 1,2,34,56,789 9 mero de resultados favorables.
menor que 10.
La segunda parte la integran ocho actividades. La
primera actividad se relaciona con poligonos se-
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mejantes, y para determinar la profundidad de la
cisterna segun los datos de la imagen, se tiene:

243 cm X _.o7_ X .
0cm 165cm’'~"  165cm’
2.7 (165 cm) = x; X = 445.5 cm

Lo cual significa que la cisterna tiene una profun-
didad de 445.5 cm.

La segunda actividad corresponde a ecuaciones
cuadraticas. La siguiente tabla muestra los va-
lores del discriminante D y, de acuerdo con su
valor, cuantas soluciones tiene cada una de las
ecuaciones cuadraticas.

a) x>- 20x + 100 = 0; D = 0; la ecuacion tiene dos
raices iguales.

b) x>- 3x + 2 = 0; D > 0; la ecuacion tiene dos
raices distintas.

c)x?-2x + 3 =0; D<0; laecuacion no tiene rai-
ces en los numeros racionales o irracionales.

La tercera actividad también esta relacionada con
ecuaciones cuadraticas y con figuras geomeétri-
cas y equivalencia de expresiones de segundo
grado. La resolucion de la situacion implica plan-
tear las expresiones algebraicas que correspon-
den a las dimensiones de un terreno.

a) Medidas originales del terreno: Ancho: x; Lar-
go: 3x; Area: A = 3x2

b) Medidas aumentadas del terreno: Largo: 3x +
12; Ancho: x + 6; Area: 2A = (3x + 12) (x + 6) = 3x2
+ 12x + 18x + 72 = 3x*+ 30x + 72

c) Ecuacion que permite hallar la medida original
del ancho del terreno:

2A = 3x*>+ 30x + 72, como A = 3x?, al sustituir en
2A resulta: 3x°-30x-72=0

d) Soluciones de la ecuacion: x, = 12; x, = -2

Es importante que el alumno comprenda que las
dos soluciones de la ecuacion cuadratica no ne-
cesariamente son las dos soluciones que resuel-
ven la situacion problematica.

La actividad 4 también esta vinculada con ecuacio-
nes cuadraticas y con funciones, especificamente
con la elaboracion y lectura de la grafica de una
funcion cuadratica para determinar cuales son los
valores de la abscisa en que la grafica corta al gje X.

5
4
~1\ y=x*+4x+3
-3
5 4 1
\_ <30>
6 )y=x>-5x+6 \
5
4
3
X, =2
2 y=x*-5x+6 Xz—g
1
1 0| 1] 2B 4 6
(2,0)
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Puede ocurrir que algun alumno no requie-
ra elaborar las graficas y decida igualar cada
funcion a cero y resolver cada ecuacion para
obtener los valores de las abscisas, que son los
valores de X, y X,.

La actividad 5 permite evaluar los conocimientos
adquiridos con respecto a las figuras geomeétri-
cas y la equivalencia de expresiones algebraicas.
La expresion factorizada del area del trapecio
que se pide es:

A=b—h+B—h=h(B+b)
2 2 2
También pueden escribir:
A=bhL By (BeD)
2 2 2

La sexta actividad corresponde a eventos mutua-
mente excluyentes. La respuesta correcta del in-
Ciso a) es seleccionar el tablero 3 porque % del
area total corresponden a la zona de color ama-
rillo, lo que representa poco mas de un tercio. En
el caso del inciso b), la probabilidad de ganar el pre-
mio de $50 jugando con el tablero 3 es de % por
la razon descrita en el inciso a). Y con respecto
a la probabilidad de ganar el premio utilizando el
tablero 1 es de %

Eljuego es justo si se quita el tablero 3y el ta-
blero 2 o si se ajusta el tablero de manera que
tenga la misma probabilidad que el tablero 1
0 4, pero se debe quitar el tablero 3 para jugar
con tres tableros. Es decir, las opciones que
se deben marcar con una v, son la segunda
y la tercera.

La séptima actividad implica evaluar contenidos
relacionados con el estudio de tendencia central
y dispersion de dos conjuntos de datos. Al leer e
interpretar los conjuntos de datos que se mues-
tran en las graficas, el alumno dara las respuestas
que se piden.

En Ciudad Valles, la menor temperatura que se espe-
ra es 28°y la mayor es 34°, mientras que en la ciudad

o o

&F

SN -
RS R

de Toluca, la menor temperatura es 17° y la ma-
yor temperatura pronosticada es 23°. En ambas
ciudades, el rango de la temperatura maxima y
minima pronosticada es 6°.

En Toluca, la temperatura maxima mas frecuente
pronosticada es 19° y 20° y, en Ciudad Valles, la
mas frecuente es 32°y 34°.

La temperatura maxima media pronosticada para
Ciudad Valles es 32.14° con una desviacion me-
dia de £1.43. En el caso de la ciudad de Toluca se
pronostica que la temperatura maxima media es
20° con una variacion media de £1.29. De acuerdo
con esta informacion, se espera que la tempera-
tura maxima para las proximas dos semanas tenga
poca variacion.

Como se puede observar en las respuestas, qui-
z3 algunos alumnos solo consideren uno de los
dos valores que corresponden a la temperatura
maxima mas frecuente en cada conjunto. Esto
significa que los conjuntos son bimodales. Otra
posible dificultad al leer los datos en ambos
conjuntos es considerar como la menor tem-
peratura (maxima) el primer dato registrado en
cada grafica.

La ultima actividad, la octava, implica leer e in-
terpretar las graficas de linea. Respuestas:

a) En Ciudad Valles, S. L. P.

b) En Ciudad Valles, S. L. P. Por el pico que se
registra al principio de la segunda semana, entre
lunes y miércoles, particularmente, para el mar-
tes se espera un registro de 41 mm de precipita-
cion en esa ciudad.

En el caso del inciso ¢), el valor del rango en el
nivel de precipitacion esperada para cada ciu-
dad resume mejor el pronostico que se muestra
en las graficas, porque en Ciudad Valles va de 0
a4l mmyen Toluca, de 0 a 6.6 mm.
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