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Rectas paralelas y angulos

Aprendizaje esperado: analiza la existencia y unicidad en la construccion de
triangulos y cuadrilateros, y determina y usa criterios de congruencia de triangulos.

Enfasis: aplicar la relacién entre rectas paralelas cortadas por una transversal para
Jjustificar la suma de angulos interiores de triangulos y cuadrildteros.

¢Qué vamos a aprender?
Trabajaras con el aprendizaje esperado “Analiza la existencia y unicidad en la
construccidn de tridngulos y cuadrilateros, y determina y usa criterios de congruencia

de tridngulos”.

Te sugiero que tomes una posicion que sea adecuada y comoda para realizar las
actividades que se presentaran a continuacion. No te distraigas, pon mucha atencion.

Para lograr un mejor desempeno en tus actividades, te recomiendo tener siempre
cerca de ti:

e Tu cuaderno, o bien, hojas reutilizables

e Lapiz
e Goma
e Regla

e Y tulibro de texto de la asignatura de Matematicas



Durante la sesion analizaras la relacion que existe entre los angulos que se forman
entre dos rectas paralelas que son cortadas por una transversal, lo que te permitira
justificar algunas de las propiedades de los triangulos, como es la suma de la medida
de sus angulos interiores.

¢Qué hacemos?
Observa la siguiente situacion

“En la casa de mi amiga Andrea hay un adorno en la pared que estd formado
por espejos, con forma de triangulos y cuadrildteros. Una parte del disefio, con
forma de triangulo, se rompid y para repararlo es necesario conocer las
medidas de los lados y angulos.”

Para conocer la medida de los lados, Andrea usdé una regla que tenia en casa, pero
calcular la medida de los angulos representd un reto mayor, ya gue no tenia en casa
un transportador, pero ella ya conocia algunas de las medidas, aunque otras no. Un
dato importante que debes tomar en cuenta, es que el espejo danado se encuentra
entre dos rectas paralelas.

A continuacion, te presento una imagen del disefio con algunas de las medidas que
tiene Andrea.

Estructura de espejos

Como puedes observar, la parte del espejo que se debe conseguir tiene forma de
triangulo escaleno, es decir, todos son lados son desiguales y éste se encuentra entre
dos rectas paralelas, esto es facil de comprobar ya que la distancia perpendicular entre



ambas siempre es la misma. Por otro lado, Andrea ya tenia conocimiento de que uno
de los angulos del triangulo media 80 grados y que uno de los angulos de un espejo
de la parte superior, media 45°, como se muestra.

¢ Esta informacidn sera suficiente para que Andrea pueda determinar la medida de los
otros angulos del espejo dafnado?

Para que Andrea logre calcular la medida de los angulos que faltan, debe utilizar la
relacion que existe entre los angulos que se forman cuando dos rectas paralelas son
cortadas por una transversal, asi como el resultado de la suma de los dngulos internos
de un triangulo, ¢lo recuerdas?

Cuando dos rectas paralelas son cortadas por una recta transversal se obtienen ocho
angulos, como puedes observar. La caracteristica de estos angulos es que puedes
encontrar algunos pares que son iguales entre si.

2 1 Angulos opuestos
por el vértice

a1=23
x2=x4

26=x8



En primer lugar, se sabe que, cuando dos rectas se cortan, los angulos opuestos por el
vértice son iguales. En este caso, se tiene cuatro parejas de angulos que son opuestos
por el vértice y por lo tanto, son iguales. En este caso, con el angulo 1 con el angulo 3,
elangulo2conel 4,el5conel7yel6conel8.

Ahora observa lo que sucede con los angulos que se forman entre ambas rectas
cortadas.

Angulos alternos internos
23=x5

x4=26

4

os internos

Una de las parejas de angulos que se forman, son los dngulos alternos internos, como
son los angulos 3y 5y los angulos 4 y 6 y reciben su nombre ya que se encuentran
entre las paralelasy en lados opuestos de la transversal. Cada par de estos angulos son
iguales entre si, es decir, el angulo 4 es igual al angulo 6y el angulo 3 es igual al angulo
5.

Angulos alternos externos Angulos alternos externos

a1 = «f

a2 = a8

Angulos alternos externos



Otros pares de angulos que cumplen con esta caracteristica, es decir, que son iguales,
son los alternos externos, que como su nombre lo indica, los puedes encontrar fuera
de las paralelas, asi mismo, un angulo se encuentra de una lado de la transversal y el
otro del lado opuesto, por ejemplo los angulos 1y 7 y los angulos 2 y 8, son angulos
alternos externos, cuya medida es la misma, entre si.

Angulos correspondientes

1 x3=a7
a2=a6
x1=x5

Los angulos correspondientes son aguellos que se encuentran del mismo lado de las
paralelas y del mismo lado de la transversal, por ejemplo, los angulos 3y 7;y 2 6, no
pierdan de vista que los angulos que estoy mencionando son iguales entre si.

¢ Qué otras parejas de angulos son correspondientes?

Estos son los angulos 1y 5y los angulos 4y 8.

Ahora piensa y dime si recuerdas la medida de la suma de los angulos interiores de un
triangulo.

La suma de los dngulos interiores de cualquier triangulo siempre serd de 180°. Y existen
diferentes maneras de demostrarlo, observa una de ellas



Como puedes observar, si recortas los angulos de un triangulo y los pegas
consecutivamente uno después del otro, de manera gque compartan un lado,
obtendras un angulo llano, o bien de 180 grados.

Recuerda que trabajaste con un triangulo que se encuentra entre dos rectas paralelas
y para encontrar la medida de los dngulos y poder reparar el adorno, se deben hacer
uso de los conocimientos que acabas de recuperar. Observa de nuevo.

Estructura de espejos

T1 T2 )
Angulos correspondientes

245%y «a
sa = 45°
Angulos alternos internos
Zay <4c

<c = 45°

Analiza detenidamente y di qué pares de angulos entre las paralelas ubicas y que

ademas sirven para descubrir la medida de los angulos internos del triangulo, es decir,
de los angulosay b.

Es el angulo marcado con la letra “a” y el angulo que mide 45° son iguales entre si,
¢recuerdas por qué? ¢Qué tipo de angulos representan?



Muy bien, reciben el nombre de angulos correspondientes, respecto a las paralelasy a
la transversal T2, y son iguales. Por lo tanto, la medida del angulo “a@” es igual a 45
grados.

w,_n

Considera el angulo “c” que se muestra. Este angulo “c” es alterno interno del angulo
a, con respecto a las paralelas y la recta T1, por lo tanto, el angulo ¢ mide 45°.

Estructura de espejos

Angulo llano
45° + 80° + ad = 180°
<d = 180° — 45 - 80°
«d = 55°
Angulos alternos internos
aby ad
<«b =55°

Ahora, considera el angulo “d” que, con el angulo “c” que mide 45°y con el angulo de
180° forman un angulo llano, es decir, de 180°. Para conocer su medida, a 180° le restas
45°y 80°, obteniendo 55°, es decir, el angulo “d” mide 55°.

Si observas las rectas paralelas y la transversal T1, los angulos “b" y “d” son alternos
internos, por lo que son iguales. Asi se puede justificar que el angulo “b” mide 55°.

Suma de los angulos internos
de un triangulo: 180°

« b = 180° — (80° + 45°)
«b = 180° - (125
« b =55°

Otra forma de conocer la medida del angulo “b”, Unicamente debes calcular la
diferencia entre los 180 grados y las medidas que ya se tienen, es decir, sumar los 80
grados mas los 45, lo que da como resultado 125 grados. Con esto, ya puedes sacar la
diferencia para saber cual es la medida del dangulo “b”, de esta manera se tiene que



180 grados menos 125 es igual a 55 grados. La medida del angulo “b” es igual a 55
grados.

Comprueba que el resultado es correcto, para eso sumaras las medidas de los angulos
interiores del triangulo.

80° + 45° + 55° = 180°

80 grados mas 45 grados, mas 55 grados es igual a 180°. Asi se confirma que el
resultado es correcto.

Ahora, con la medida de los lados y de los angulos del espejo roto con forma de
triangulo, Andrea ya puede dirigirse a algun establecimiento para comprar el espejoy
asi, poder reparar su adorno.

Ahora, aplicando lo visto sobre la medida de los dangulos interiores de los triangulos,
trabaja con un esquema similar.

Analiza detenidamente la informacidon e intenta encontrar la manera de calcular la
medida de los angulos internos del triangulo que se muestra.



En esta ocasidn puedes observar que las medidas de los angulos interiores del
triangulo estan senaladas con expresiones algebraicas, es decir, un angulo esta
sefalado con la expresion 2x-8, otro con la expresion x+8y ¢ qué mas observas?

En uno de los dangulos internos no esta sefalada con una expresion algebraica, pero a
partir de lo que observas, ; puedes descifrar la expresidon que representa la medida de
ese angulo?

Efectivamente, puedes hacer uso de la relaciéon entre los angulos que se forman entre
las paralelas cortadas por una transversal, en este caso, el angulo que mide 6x es
alterno interno, del angulo del tridngulo, cuya medida falta, entonces, dicho angulo
mide también 6x.

Ya que tienes las 3 expresiones que representan a cada uno de los angulos internos,
¢coémMo puedes calcular las medidas?

Sabiendo que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180° se puede
establecer una ecuacion para encontrar las medidas.



Ecuacion
(2Zx —8) +(x+8) + (6x) = 180

2x+x +6x—8+8=180
9x—8+8 =180

9x = 180
bx
x + 8 9x 180
9 9
x=20°

Es necesario sumar las expresiones e igualarlas con 180 grados, que es la suma de los
angulos internos del triangulo. La ecuacion es: (2x - 8) + (x + 8) + (6x) = 180.

En este caso, se usan los paréntesis para diferenciar cada uno de los angulos y puedes
eliminarlos ya que no afectan a la ecuacioén, en seguida, puedes simplificar agrupando
los términos que son semejantes, 2x + X + 6x, lo que da como resultado 9x, asi se tiene
9x -8 + 8 =180 grados.

Continua resolviendo, 8 que esta restando con 8 que esta sumando es igual a cero, por
lo tanto, la ecuacion simplificada queda como 9x =180 grados.

Ahora, ¢qué tienes que hacer para resolver la ecuaciéon?

Para resolver la ecuacion, se hace uso de las propiedades de la igualdad, es decir, para
despejar equis y conocer su valor, se dividen ambos miembros de la ecuacion entre
nueve, por lo tanto, se tiene en el primer miembro de la ecuacion 9x/ 9y en el segundo
180/9. Resuelve 9x/9, que es igual a 1x, recuerda que pueden no escribir el nUmero uno
y; eso es igual a 180/ 9 de lo que resulta 20 grados, es decir, x = 20 grados.

Como pudiste ver, el problema anterior es un ejemplo claro de cémo temas claves de
esta asignatura se involucran en la resolucion de este tipo de situaciones, en este caso
fueron tres los temas.

Ya tienes el valor de la literal que involucrada en las expresiones algebraicas que
representan la medida de los angulos internos del triangulo, pero aun falta calcular
dicha medida. ; Cémo puedes hacerlo?

Para saber la medida de los angulos, debes sustituir a la literal en cada una de las
expresiones algebraicas por su valor numeérico y resolver las operaciones.



Medidas de los angulos del triangulo

Sustitucion

2x-8 =

2(20) —8 =
40 —8 = 32

x4+ 8=
20+ 8 = 28

bx =
6(20) = 120

Aqui te presento la sustitucion del valor de la literal. Comienza con la expresion 2x - 8,
la cual queda como 2(20) - 8. Asi se tiene que 2(20) = 40y 40 - 8 = 32, ya tienes |la medida
del primer angulo, 32 grados; la siguiente expresion es x + 8, es decir, 20 + 8, el resultado
es 28 grados; y para el Ultimo angulo, la expresion algebraica es 6 equis, asi que debes
multiplicar 6 (20), el resultado es 120 grados.

Para comprobar que esto es cierto sumas las tres medidas

Ya tienes la medida de cada uno de los angulos internos del triangulo: 32, 28 y 120
grados, si sumas esas medidas obtienes los 180 grados que corresponden a la suma
de los angulos interiores del triangulo.

Trabaja con un ejemplo diferente, analiza la siguiente imagen y trata de encontrar la
medida de los angulos sehalados.

Angulos interiores de un cuadrilatero

ad = 80°
% 1120 am = 80°
abe 11920
go°| a b\ 1120 sn =112°




Como puedes observar, parte del reto consiste en encontrar la medida de los angulos
internos del cuadrilatero que se forma con las paralelas R1y R2 y las dos transversales.
Esto te ayudard a recordar cual es el resultado de la suma de estos angulos en un
cuadrilatero.

Comienza identificando los angulos que son iguales, recuperando los conocimientos
gue ya has visto durante la sesion. Como puedes ver, el angulo senalado con la letra
“d" es opuesto por el vértice con el angulo que mide 80 grados, por lo tanto, también
mide 80 grados; continuemos, el angulo “m” también mide 80 grados por ser
correspondientes al angulo de 80 grados.

A partir de los datos que se muestrany los que has obtenido, i qué otra medida puedes
encontrar?

Bien, también puedes obtener la medida del angulo “c”, ya que es alterno interno con
el angulo que mide 112 grados y el angulo “n” que es correspondiente con el mismo
angulo de 112 grados.

En este punto, es importante que recuerdes la caracteristica de los angulos

suplementarios. Dos angulos son suplementarios, si al sumarlos te da como resultado
180 grados.

Angulos suplementarios

320 _ 148°

32° + 148° = 180°

Aquiun ejemplo, sisumas la medida de los angulos 32 mas 148, da como resultado 180
grados, puedes comprobarlo en tu cuaderno trazando algunos los angulos.

Con esta informacién, ya puedes encontrar la medida de los angulos faltantes.



Angulos interiores de un cuadrilatero

«d = 80°
s 112° am = 80°
80° 1122
e | 1807 88°) 1120 an =112°
<a =100°
2ab = 68°
a0 + + 63° + 100° = 360°

El angulo “@” y el angulo “m"” son angulos suplementarios, ya que juntos forman un
angulo de 180 grados; si la medida del angulo “m” es 80 grados, ¢ cual es la medida del
angulo “a"?

El angulo “a” mide 180 - 80 =100 grados. Ahora, ;cual es la medida del angulo “b"?

El angulo “b" mide 68 grados por ser suplementario del angulo “n”, que mide 112
grados.

Y ;qué resultado se obtiene al sumar los angulos internos del cuadrilatero que se
forma con las paralelas y transversales? Observa, 80 + 112 + 68 + 100, da como resultado
360 grados.

Este nUmero corresponde a la suma de los angulos internos de cualquier cuadrilatero.

Observa el siguiente ejemplo para justifcar lo anterior.



Suma de los angulos interiores de un cuadrilatero

b ¢ e

Ja + <b + <c = 180°
«d + «e + «f = 180°
Ja + <b + %c + «d + e + «f = 360°

Si trazas una diagonal el cuadrilatero queda dividido en dos triangulos, llamaras a sus
angulosa, b,cyd, e, f, respectivamente. Comosabesa+b+c=180°yd + e +f, también
es igual a 180°. Por lo que puedes afirmar que la suma de los angulos de cuadrilatero
es de 360°.

Trabaja con otro cuadrilatero, haz uso de los conocimientos que ya has trabajado para
encontrar la medida de los angulos marcados con una literal. Analiza la imagen que
se presenta a continuacion e identifica por cual de los angulos puedes empezar, tienes
diferentes opciones.

Ax = 95°
q ¥ +¥ +17 4 05 4 v + 42 = 360
4] ¥ ¥ + 17
3y + 156 = 360
.= 3y + 156 — 156 = 360 — 156
= 3y= 204
3y _ 204
3 3
y = 6@

¢ Como puedes obtener la medida de los angulos del cuadrilatero?

Primero tienes que tomar nota de la medida del angulo marcado con la literal equis,
ya que es opuesto por el vértice con el angulo de 95 grados, por lo tanto, también mide
95 grados.

Asi solo queda una sola literal, y obtienes la ecuacion y + (y +17) + 95 +(y + 44), es igual
a 360, agrupando los términos semejantes queda: 3y + 156 = 360, para eliminar el



numero 156, debes restar esa cantidad en ambos miembros de la igualdad, por lo que
anotas 3y + 156 - 156 = 360 - 156, resuelves las operaciones y tienes que 3y es igual a 204;
ahora simplificas el coeficiente 3, para ello, divides entre 3 ambos miembros, al resolver

u,oon

tienes “y" es igual a 68.

Ya que cuentas con este valor, no tienes mas que sustituirlo en cada una de las
expresiones algebraicas y resolver las operaciones.

y =68

9 ¥ y+1?“ y +17 =
68 + 17 =85
95° |

a5

93° + 68° + 85° + 112° = 360°

El valor y = 68; en la segunda expresion tienes y + 17, tenemos 68 + 17 = 85; por ultimo,
la expresion es y + 44, sustituyendo y, queda como 68 + 44 =112 y si sumas las 4
cantidades que ya tienes, confirmas que la suma de los angulos sera de 360°.

El reto de hoy:

Segun algunas investigaciones, los vitrales comenzaron a crearse por artesanos desde
varios anos antes de esta era, el material que se utiliza es vidrio y generalmente puedes
apreciarlos en construcciones antiguas, casi siempre estan elaborados con una mezcla
de diferentes colores y formas.

A continuacidon, a manera de reto analiza la siguiente situacion.



Ia=

I:-EI & b=50-:-

ad=115°

“ ze=63°

sf=

e /e a L= gQe°
50 + 115 + 63 + ¢ = 360
228 + © = 360

228-228 + ¢ = 360-228

= 132

Como puedes ver, el disefio es un pentagono irregular, y dos de sus lados son paralelos,
identifica que si trazas esta diagonal, se forma un tridngulo rectangulo, por lo tanto, se
sabe que el angulo g mide 90°.

¢Qué otra figura observas? Bien, puedes ver un cuadrilatero. Las medidas con las que
ya se cuenta son: angulo “b" igual a 50 grados, angulo “d” igual a 115 grados y angulo
“e" igual a 63 grados.

¢Con esta informacion ya puedes obtener las medidas de los otros angulos?

Comienza por calcular la medida del angulo “c”. Solo debemos plantear la ecuacion en
la que representaras la suma de los 3 angulos que ya tienes mas el angulo “c” igualada
a 360. La ecuacion es: 50, mas 115, mas 63, mas c es igual a 360; sumas las cantidades y
la igualdad queda 228 + ¢ = 360. Ahora, aplica las propiedades de la igualdad para
eliminar el 228 en el primer miembro de la igualdad, restas 228 en ambos lados de la
ecuacion; asi tienes que 228 - 228 + ¢ = 360 - 228; resuelve las operaciones y asi
encuentras que la medida del angulo c es igual a 132 grados.

Ahora, Unicamente falta encontrar la medida del angulo ay el angulo f.



aa=40°

by ab = 50°
zd=115
: xe=63°
x f= 50°
e/, a ag= 90°
90 + 50 +a =180
140 + a = 180
140 - 140 + a = 180 - 140
a =40

Analiza nuevamente, si consideras que las rectas de color azul son rectas paralelas,
entonces tienes que la medida del angulo “f" es igual a la medida del angulo “b” -que
ya son angulos alternos internos-, por lo tanto, el angulo “f" también mide 50 grados.

Ya s6lo queda encontrar la medida del angulo “a”.

Suma 90 + 50 + a =180, ya que este numero es el que resulta al sumar los angulos
interiores del triangulo; sumas 90 + 50, lo que da como resultado 140, asi que la
ecuacion queda 140 + a =180; eliminas el 140 aplicando las propiedades de la igualdad,
para eso restas esta cantidad en ambos miembros de la igualdad, resuelve las

operaciones resultantes y finalmente llegas a que el valor del angulo “a” es igual a 40
grados.

Se sigue comprobando que las matematicas se encuentran a tu alrededor, te invito a
gue pienses en una situacion similar a las que se presento en esta sesion, en la que
identifiques angulos entre paralelas, por ejemplo es las protecciones de una ventana
O una puerta, o bien algunos disefos en pinturas o cuadros; también pueden
identificar algunos tridangulos y cuadrildteros e intentar calcular la medida de sus
angulos internos, tomando como base la suma de los mismos.

iBuen trabajo!

Gracias por tu esfuerzo.

Para saber mas:
Lecturas
https:/libros.conaliteg.gob.mx/secundaria.html
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