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Completar el trinomio cuadrado
perfecto

Aprendizaje esperado: Resuelve problemas que implican el uso de ecuaciones de
segundo grado

Enfasis: Resolver problemas cuadrdticos usando factorizacion.

En eé:Qk&%n\éaM @ ap@ﬁd%?esolucién de ecuaciones de segundo

grado mediante el método de factorizacion, pero completando cuadrados.

Erfag@;]algséclL\?i@%%%@%égﬂgtcﬁg“Lndjé’ dEHREUFNUIENGHEL T+ SNBYETEABE Pespecto a esta leccion.
Podras apoyarte en tu libro de texto para consolidar los aprendizajes.

Inicia con una situacidén que aparece propuesta en el libro de texto:

Luis es un profesor de tercer grado de secundaria, él les propuso a sus alumnos como

un rthﬁévha&ﬁqﬁgﬂ equipos, una situacion que puede ser modelada y



resuelta mediante una ecuacion de segundo grado de la forma: equis cuadrada mds
be equis mds ce igual a cero, donde a debe ser siempre diferente de cero; y en este
caso a es igual a uno o bien diferente de uno, pero no es un numero cuadrado.

Después de analizar la informacion de la situacion, una de sus alumnas llamada
Roxana propuso a sus comparneros de equipo que la situacion se podia modelar con
la ecuacion: equis cuadrada menos cuatro equis mds tres igual con cero, el profesor
les indicé resolver la ecuacion utilizando el método de factorizacion, con la condiciéon
de transformar el trinomio de segundo grado escrito en el primer miembro como un
trinomio cuadrado perfecto, por lo que Eduardo, otro de los alumnos integrantes del
equipo, les menciond que si era posible lograr lo que el profesor Luis les indicaba.

Mariana, otra de sus companeras de equipo, pregunté a Eduardo: ¢y por qué afirmas
eso? Eduardo les dijo: miren vamos a analizar con cuidado la ecuacion propuesta por
Roxana y se dardn cuenta que es cierto que no se tiene un trinomio cuadrado
perfecto en el primer miembro de la ecuacion, cuya factorizacion seria un producto
de binomios semejantes, o bien, expresarlo como un binomio al cuadrado.

Eduardo les dijo: recuerden que el profesor Luis ya explicd antes, que para que se
tenga un trinomio cuadrado perfecto se deben cumplir tres requisitos:

El primero es que el polinomio tenga tres términos, el segundo es que dos de los
términos sean cuadrados, y el tercero es que el tercer término sea igual al doble del
producto de las raices de los dos términos cuadrados.

Observemos que en la ecuacion: equis cuadrada menos cuatro equis mds tres igual
a cero, se tiene en el primer miembro, un término cuadrdtico “a equis cuadrada”, al
cual se le puede extraer la raiz cuadrada; un término lineal o de primer grado, “be
equis” y un término numérico, “ce”, por lo que no se puede factorizar como un
trinomio cuadrado perfecto debido a que no estd completo.

x2—4x+3=0

El trinomio que esta escrito en el primer
miembro de la ecuacién no se puede
factorizar como un trinomio cuadrado

completar un trinomio y que sei g .
perfecto debido a que no esta completo

Eduardo les dijo: jen realidad, cc h . L
mucha atencion, se requieren realizar algunas operaciones vinculadas con los

¢ Codmo explicé Eduardo a sus companeros la manera en que se puede proceder para



términos algebraicos, es decir, con el término cuadrdtico y con el término lineal o de
primer grado, veamos como:

Para completar el trinomio: equis cuadrada menos cuatro equis mads tres, en la

ecuacion donde el segundo miemk=~ -~ -~~~ ~mormenesos ~oe aiatinlaioakiniiotoliibie
cuadrada menos cuatro equis, lo ¢ 2
cuadrdtico y el término de primer « 5, R 4x + 3 = O

términos y luego mas tres igual a cei

x% — 4x +3=0
=2 (2)?=4

RIS

2 o
X —¢x+4}—4+3—0

Trinomio Cuadrado Perfecto

Obtenemos la mitad del coeficiente del término de primer grado: cuatro entre dos es
igual a dos, dicho valor ahora se eleva al cuadrado y el valor obtenido se anota
sumando como tercer término para completar el trinomio cuadrado perfecto, pero
como sumamos cuatro también restamos cuatro, lo que significa que hemos
sumado cero para no afectar el equilibrio de la igualdad, guedando: Equis cuadrada
menos cuatro equis mAs cuatro menos cuatro mas tres igual a cero.

¢Pudiste descubrir el trinomio cuadrado perfecto? La respuesta es equis cuadrada
menos cuatro equis Mas cuatro. Y ademadas es equivalente a tener un binomio al
cuadrado.

Recuerda que se identifican los dos términos cuadrados del trinomioy le extraes la raiz
cuadrada, preparas un paréntesis en el cual a continuacidn anotas las raices separadas
del signo que tenga el otro término que es equivalente con el doble del producto de
las dos raices obtenidas, sélo falta agregar el exponente dos al binomio.

En este caso el trinomio equis cuadrada menos cuatro mas cuatro es equivalente con
el binomio equis mas dos al cuadrado.



x> —4x+4—-4+3=0

\_Y_}

Trinomio Cuadrado Perfecto — X2 —4x + 4 = (x + 2)2

Binomio al cuadrado

(x+2)2—-4+3=0
(x+2?%?-1=0

Después de tener el binomio al cuadrado ahora escribe menos cuatro mas tres igual
a cero.

A continuacién, se reducen los términos numéricos, quedando el binomio equis mas
dos al cuadrado menos uno igual a cero.

A partir de aqui, puedes continuar resolviendo la ecuacién recurriendo a la
factorizacién de la diferencia de cuadrados que se tiene en el primer miembro de la
ecuacion para determinar los valores de las raices de equis.

Recuerda que, para factorizar la diferencia de cuadrados escrita en el primer miembro
de la ecuacioén, extraes la raiz cuadrada del primer término cuadrado, es decir, el
binomio equis mas dos elevado al cuadrado, la raiz cuadrada es el binomio equis mas
dos, también extraes la raiz cuadrada de 1, la cual es uno.

(x+2)2-1=0 Jx+2)2=x+2

(x+2+1) (x+2-1)=0 Vi=1

(x+3)(x+1)=0
Para continuar preg
binomios conjugado , ,
igualar a cero, recuerda gue estas resolviendo una ecuacion.

Para formar dichos binomios conjugados escribe como primer término en los dos
factores, la primera raiz, equis mas dos; luego escribes como segundo término la
segunda raiz, que es uno, en el primer factor escribes el signo de mas entre los dos
términos y en el segundo factor escribes el signo de menos entre los dos términos.

En el primer factor queda equis mas dos mas uno y en el segundo factor queda equis
mas dos menos uno, continlas reduciendo términos numéricos, obteniendo un
producto de dos binomios conjugados igual con cero.

P



propiedad del producto cero, la cual, simplemente establece que
siab =0, a por be es igual acero, entonces puede suceder que:

Ahora la regniinorn o I intaeeasoeds sonAl ~s Al vmlgr numérico de las raices o
solucion®s gQue el factor “a” sea igual a cero,,

e Que el factor “b" sea igual a cero.
Para eso, utilizaras la

x+3)(x+1) =0 L ab=0 {gzg

Z \

(x+3)=0 (x+1)=0
x+3—3 x+1-—1
=0-3 =0—1
x =-—3 x=-1

También puede suceder que ambos factores sean igual a cero.

Lo anterior significa
que debes igualar cada factor binomio a cero, lo que dara origen a dos ecuaciones de
primer grado muy sencillas de resolver. Tienes entonces el binomio equis mas tres
igual a cero y el binomio equis mas uno igual a cero.

Después de resolver la ecuacién de primer grado, equis mas tres igual con cero,
obtienes el valor de la primera raiz que es equis igual a tres negativo.

Siahora resuelves la ecuacion de primer grado, equis mas uno igual con cero, obtienes
el valor de la segunda raiz que es equis igual a uno negativo.

Has resuelto la ecuacién de segundo grado propuesta utilizando el método de
factorizacion y un procedimiento especial conocido como “completar el trinomio
cuadrado perfecto”.

Para entender este nuevo procedimiento especial de completar un trinomio cuadrado
perfecto utilizado para resolver ecuaciones de segundo grado mediante factorizacion,
observa el siguiente ejemplo:

x%? —6x—7 =
( ) ( ) =
(x D ) =



Coémo puedes observar esta ecuacion tiene la forma “a equis cuadrada mas be equis
mas ce igual a cero” donde en el término cuadratico “a es igual a uno”, el término de
primer grado es seis equis negativo y el término numérico es siete negativo; esta
ecuacion la resolveras factorizandola utilizando el procedimiento de transformar el
trinomio que se encuentra en el primer miembro de la ecuacién como un trinomio
cuadrado perfecto, es importante hacer algunas precisiones para favorecer que se
entienda de mejor manera el procedimiento propuesto por Eduardo en la situacion
anterior.

El trinomio que se encuentra en el primer miembro de la ecuacién dada se puede
factorizar con un procedimiento que ya conoces, sin embargo, lo interesante de las
matematicas es que puede haber varios procedimientos para resolver determinadas
situaciones, en este caso, estas estudiando ;cémo completar un trinomio para que sea
cuadrado perfecto?

Para dar sentido al uso de este nuevo procedimiento primero recuerda el
procedimiento que ya conoces con la finalidad de que puedas verificar que los valores
obtenidos de las raices de las ecuaciones son los mismos que se obtienen con el nuevo
procedimiento.

x?—6x—7=0
( ) ( ) =0
(x )x )=0

Preparas un par de paréntesis para fc on
cero. El siguiente paso es extraer la r ste
trinomio la raiz cuadrada de equis cuadrada es equis, la escribes como primer término
en cada binomio:

Ahora, necesitas determinar dos numeros considerando sus respectivos signos
(positivo o negativo) que al mismo tiempo multiplicados den como resultado el valor
del término numérico, es decir, siete con signo negativo y que sumados den como
resultado seis con signo negativo.



(x=7)(x+1)=0

Recuerda que para determinar dichos nimeros puedes apoyarte en la factorizacion
del término numérico, en este caso, necesitas dos numeros que al multiplicarlos el
producto sea un siete negativo, por lo que, uno de los nUmeros serd positivo y el otro
numero sera negativo, de las opciones posibles, elegiras la que también cumpla con
que dichos numeros sumados den como resultado seis negativo, esto Ultimo nos
indica que en realidad se restan los valores absolutos de dos numeros donde el de
mayor valor es negativo.

Entonces al multiplicar siete con signo negativo por uno con signo positivo obtienes
como resultado siete con signo negativo.

Por otra parte, al sumar el niUmero siete negativo mas el nUmero uno positivo da como
resultado seis negativo.

Anota como segundo término del primer factor binomio al siete negativo y como
segundo término del segundo factor binomio al uno positivo, quedando, el indicado
el producto del binomio equis menos siete por el binomio equis mas uno igual a cero.

Coémo puedes observar se tiene la forma factorizada de la ecuacién dada, sin embargo
no se tiene en el primer miembro un producto indicado de binomios semejantes que
también se puede expresar como un binomio al cuadrado que a su vez es equivalente
con un Trinomio Cuadrado Perfecto, lo cual, permite afirmar que no se puede construir
de manera geomeétrica, un cuadrado perfecto ya que las dimensiones de los lados no
son valores iguales, lo que requiere es utilizar el procedimiento para completar el
trinomio cuadrado perfecto.

Retoma la ecuacién dada en su forma general: equis cuadrada menos seis equis
menos siete igual a cero, escribes en el siguiente renglén el término cuadratico y el
término de primer grado dejando espacio para escribir otros dos términos y luego
menos siete igual a cero.



x2—6x—7=0
x% — 6x —-7=0

6
E=3—>(3)2=9

X2 —6x+9-9—-7=0

\_Y_J

Trinomio Cuadrado Perfecto

Obtienes la mitad del coeficiente del término de primer grado, seis entre dos es igual
atres, dicho valor ahora se eleva al cuadrado y se anota sumando como tercer término
para completar el trinomio cuadrado perfecto, pero como sumas nueve también
restas nueve, lo que significa que has sumado cero para no afectar el equilibrio de la
igualdad, quedando: Equis cuadrada menos seis equis mMas nueve mMenos nueve
menos siete igual a cero.

Tienes ahora el Trinomio Cuadrado Perfecto: Equis cuadrada menos seis equis mas
nueve. Y ademas es equivalente con un binomio al cuadrado, ahora escribes dicho
binomio menos nueve menos siete ic

Y
(x+3)2—-9—-7=0

(x+3)2—16=0

A continuacion, se reducen los térmi as
tres al cuadrado menos dieciséis iguai a veiu.

A partir de ahi, puedes continuar resolviendo la ecuacién ya sea recurriendo a la
factorizacion de la diferencia de cuadrados que se tiene en el primer miembro de la
ecuacion o bien despejando la incégnita para determinar los valores de las raices de
equis.

En esta ocasion, factorizaras la diferencia de cuadrados escrita en el primer miembro
de la ecuacidn, extraes la raiz cuadrada del primer término cuadrado, es decir, el
binomio equis mas tres elevado al cuadrado, la raiz cuadrada es el binomio equis mas
tres, también extraes la raiz cuadrada de dieciséis, la cual es cuatro.



(x+3)2-16=0

4

(x+3+4)(x+3—-4)=0
x+7)(x—1)=0

Jx+3)2=x+3
V16 = 4

Ahora prepara un par de paréntesis para expresar el producto de dos binomios
conjugados, que son la factorizacion de la diferencia de cuadrados sin olvidar igualar
a cero, recuerda que estas resolviendo una ecuacion.

Para formar dichos binomios conjugados escribes como primer término en los dos
factores, la primera raiz, equis mas tres; luego escribes como segundo término la
segunda raiz, que es cuatro, en el primer factor escribes el signo de mas entre los dos
términos y en el segundo factor escribes el signo de menos entre los dos términos.

En el primer factor queda equis mas tres mas cuatro y en el segundo factor queda
equis mas tres menos cuatro, continlda reduciendo términos numéricos, obteniendo
un producto de dos binomios conjugados igual con cero.

Pero, este producto de binomios igualados con cero ya lo habias obtenido cuando se
utilizé el primer procedimiento, esa era la finalidad, que te dieras cuenta que aprender
otros procedimientos es muy Util y mas al estudiar matematicas.

Todavia falta determinar ¢cual es el valor numérico de las raices o soluciones de la
ecuacion de segundo grado propuesta?

Para eso, utilizaras la

propiedad del producto cero, que explicas al resolver el primer
ejemplo, la cual puedes resumir asi: un producto de factores es cero si y sélo si uno o
mas de los factores es cero. Esta propiedad es particularmente Util cuando resuelven
ecuaciones cuadraticas

C+7Dx-1D=0 |ap=0 {270 |
Lo anterior significa qu (x + 7) =0 (x - 1) =0
a dos ecuaciones de | x+7—=-7=0-=7 x—14+1=0+1

binomio equis mas siet
x=-7 x=1




Después de resolver la ecuaciéon de primer grado, equis mas siete igual con cero,
obtienes el valor de la primera raiz que es, equis igual a siete negativo. Si ahora,
resuelves la ecuacién de primer grado, equis menos uno igual con cero, obtienes el
valor de la segunda raiz que es, equis igual a uno.

Has resuelto la ecuacién de segundo grado propuesta utilizando el método de
factorizacion y un procedimiento especial conocido como “completar el trinomio
cuadrado perfecto”.

x2—6x—7=0

Sin embargo, debes hacer notar lo

(x+3)2-9-7=0

¢ Como verificar de manera geométrica la
equivalencia de ambas expresiones?

ix?—6x=(x+3)%-9?

Como resultado del procedimiento utilizado para transformar la ecuacién dada a otra
donde se completd el trinomio como cuadrado perfecto, se realizd con base en
considerar que el binomio equis cuadrada menos seis equis en la ecuacidon equis
cuadrada menos seis equis menos siete igual a cero es equivalente con la expresion
formada por el binomio equis mas tres al cuadrado menos nueve en la ecuaciéon
obtenida que es equis cuadrada mas tres al cuadrado menos nueve menos siete igual
a cero.

Entonces es necesario preguntarse (Cémo verificar de manera geométrica la
equivalencia de ambas expresiones? ;Y coémo se puede verificar la equivalencia de las
expresiones profesora?

Moldea las expresiones de la equivalencia propuesta para verificar si es verdadera.
Primero factoriza el binomio escrito en el primer miembro de la igualdad, equis

cuadrada menos seis equis, queda factorizado como equis que multiplica al binomio
equis mas seis.



Factorizacién de: x? — 6x wmm)p x(x + 6)

X X
6] 6x 3
3
x+6 -
X x2 X xZ
X x
X-x =x? 2=3

Ahora dibuja un modelo geométrico, tienes equis cuadrada, es decir, puedes dibujar
un cuadrado cuyos lados miden equis, luego sabes que la factorizacién indica que uno
de los lados mide equisy el otro lado mide equis mas seis, el procedimiento algebraico
indica que se divida entre dos el coeficiente del término de primer grado, esto es,

dividir seis entre dos, obteniendo como cociente tres. En el modelo geométrico se
divide con una linea punteada Iz

X

3 3x

3 3x 3 3x

X xz - X x2 g X
X X 3

Se tienen dos rectangulos cuyos lados miden tres por equis; ahora traslada uno de los
rectangulos para ponerlo a un lado del cuadrado en posicién vertical, como puedes
observar se tiene un cuadrado incompleto, ahora tienes la representacién de la
expresion algebraica equis cuadrada menos seis equis.

igualdad que es el binomio equis
observar el cuadrado, cada lado X X 3

cuadrado incompleto, en el pProCeuninciicu aiycuiaicu ar Uiviun Scio Siite UUS, 9%
obtuvo tres como cociente, dicho valor se elevoé al cuadrado obteniendo nueve, el cual

se sumo para completar el trinomio y fuera un cuadrado perfecto, como se muestra
en el modelo.

x| 2 w|x - x| 2 w|x
Trabaja con la interpretacion de b 2
3



Pero recuerda que no sélo se suma el nueve también se resta nueve para evitar
romper el equilibrio de la ecuacién, dado que nueve menos nueve es cero, el modelo
obtenido representa la expresion formada por el binomio equis mas tres al cuadrado
menos nueve.

De esta manera has verificado de manera geométrica que la expresidn seis equis
cuadrada mas seis equis si es equivalente con la expresion formada por el binomio
equis mas tres al cuadrado menos nueve dando sentido al procedimiento de
completar un trinomio como cuadrado perfecto.

Resuelve ahora una ecuacién de segundo grado donde el coeficiente del término
cuadrado no es igual a uno, la ecuacion es:

=2x*+16x+18=10

ioerd posible simplificar dicha ecuacion para
facilitar el proceso de reselucion completando

Es recomendable, que d¢ el trinamig como cuadrado perfecto?
matematicas, en este cas
LrNOMIO QUE S ENCUENTIE .t ' jiriiiiir it it o e 1 —mrar e s ot 1t e e e

y por lo tanto son divisibles entre dos.

Antes de simplificar la ecuacién dada, les recomiendo ordenar los términos del primer
miembro de la ecuacién de tal manera que en la primera posicién este escrito el
término cuadratico, en la segunda posicidon este escrito el término de primer grado y
en la tercera posicidon este escrito el término numérico, después el trinomio es
igualado con cero.

Para continuar divide entre dos negativo ambos miembros de la ecuacién y con ello
cada término que forma los dos miembros de la misma.



—2x*+16x+18=0

2 5, 16 18
— x4+ =x+=
-2 -2 -2

Il
o

x?—8x—-9=0

La intencidon es que el término cuadratico se transforme en positivo. Dos equis
cuadrada negativo entre dos negativo se obtiene equis cuadrada; luego al dividir
dieciséis equis entre dos negativo se obtiene ocho equis negativo, y al dividir dieciocho
entre dos negativo se obtiene nueve negativo, finalmente al dividir cero ente dos
negativo se obtiene cero. La ecuacién equis cuadrada menos ocho equis menos nueve
igual a cero que se obtuvo es equivalente a la primera.

Comienza completando el trinomio equis cuadrada menos ocho equis menos nueve
en la ecuacién donde el segundo miembro es cero, operaras con el binomio equis
cuadrada menos ocho equis, escribe en el siguiente renglén el término cuadraticoy el
término de primer grado dejando espacio para escribir otros dos términos y luego
menos nueve igual a cero.

x2—8x—-9=0
x% — 8x —9=0

8
E=4—>(4)2=16
x2-8x+16—-16—-9=0

Para continuar con el procedimiento, le
primer grado, cuatro entre dos es igu Trinomio Cuadrado Perfecto y
el valor obtenido se anota sumando Cuiiiv corvar coriimnio puru wvorpiecan o o0

cuadrado perfecto, pero como sumas dieciséis también restas dieciséis, lo que
significa que has sumado cero para no afectar el equilibrio de la igualdad, quedando:
Equis cuadrada menos ocho equis mas dieciséis menos dieciséis menos nueve igual
a cero.

El Trinomio Cuadrado Perfecto es: Equis cuadrada menos ocho equis mas dieciséis. Y
ademas es equivalente a tener un binomio al cuadrado, en este caso el trinomio equis



X% —8x+16-16 -9 =0

Y
cuadrada menos ocho equis mas ¢

cuatro al cuadrado (x > 4)2 —16—9=0
(x—4)2-25=0

Después de tener el binomio al cuadrado ahora escribe menos dieciséis, menos nueve
igual a cero. A continuacion, se reducen los términos numéricos, quedando el binomio
equis mas cuatro al cuadrado menos veinticinco igual a cero.

A partir de aqui, puedes continuar resolviendo la ecuacién recurriendo a la
factorizacion de la diferencia de cuadrados que se tiene en el primer miembro de la
ecuacion para determinar los valores de las raices de equis.

Es importante tener presente que, para factorizar la diferencia de cuadrados escrita
en el primer miembro de la ecuacion, extraes la raiz cuadrada del primer término

cuadrado, es decir, el binomio equis mas dos elevado al cuadrado; la raiz cuadrada es
el binomio equis mas dos, también extraes la raiz cuadrada de 1, la cual es uno.

(x—4)2=25=0

(x—4)2=x

V25=5
(x+2+1)(x+2-1)=0
0
0

(x—445)(x—4-5)

Para continuar preparas un par de .
binomios conjugados, que son la fact (x + 1) (x 9)

igualar a cero, recuerda que estas re:

Para formar dichos binomios conjugados escribes, como primer término en los dos
factores, la primera raiz, equis menos cuatro; luego escribes como segundo término la
segunda raiz, que es cinco, en el primer factor escribes el signo de mas entre los dos
términosy en el segundo factor escribes el signo de menos entre los dos términos.



. . . . propiedad del producto cero, que ya conoces,
gl mrinmnar f~~*9r queda equis Menos cuatro MAas CiNCo y e €1 Seyuniuu ractul Yueud

equeﬁtor‘ceS Jatro menos cinco, continda reduciendo términos numeéricos,
obteniendo un producto de dos binomios conjugados igual con cero.

Pero, ¢cual es el valor numérico de las raices o soluciones de la ecuacién de segundo

grado propuesta? Para eso, utilizaras la
igualas cada factc !
a=0 !
ab=0 {b =0 i

primer grado muy sencillas
igual a ceroy el binomio eq

(x+1)(x—9)=0

/ \

(x+1)=0 (x—9) =
x+1—-1=0-1 x—94+9=0+9
x=-1 x=9

Después de resolver la ecuacion de primer grado, equis mas uno igual con cero,
obtienes el valor de la primera raiz que es, equis igual a nueve negativo.

Si ahora resuelves la ecuaciéon de primer grado, equis menos nueve igual con cero,
obtienes el valor de la segunda raiz que es equis igual a uno. Pero, ; cdémo puedes saber
si los valores obtenidos como raices de la ecuacion de segundo grado dada la hacen
verdadera?

Recuerda que para verificar si los valores obtenidos como raices de la ecuacion de
segundo grado dada la hacen verdadera, es necesario sustituir dichos valores en la
ecuacion, por ejemplo: al sustituir el valor de equis igual a uno negativo en la ecuacion
original que es dos equis cuadrada negativo mas dieciséis equis mas dieciocho igual
a cero, después de realizar las operaciones queda de la siguiente manera:

Six=-1
—2x+16x+18=0
-2(-1)?+16(-1)+18=0
—-2(1)—164+18=0
—-2—-16+18=0
-18+18=0
0=0
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tu libro de texto de
Matematicas de tercer grado, ahi encontraras otras actividades que te ayudaran a
profundizar en este tema.
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iBuen trabajo!
Gracias por tu esfuerzo.

Para saber mas:
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